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近年来，自学数学的人有所增多。因此，自张禾瑞著 

_ 

《近世代数基础》1978年修订本（以下简称“张著”）出版 

以来，我教研室接到很多来信，要求解答该书的某些习题。 
我们感到：不答复心里不安，答复又穹于应付》另一方面， 

“张著”对部分自学者说来，内容比较柚象，例题也较少。 
这部分自学者做该书的习题时可能出现两种情况：或者能够 
解答，但不能判断是否正确，或者感到根本无从下手。根据 
以上两种原因，我们编了这本习题指导（以下简称《指 
导 〉〉 ）o 


《指导》的编写，利用了我教研室的习题卡片，由张禾 
瑞教授整理加工成文。针对不同情况，根据循序渐进的原则， 
《指导》对习题的解答做了不同的 处理： 有的相当详尽，有 
的省略了一些推理过程的依据，有的则完全从略。《指导》 
还提出了一些思考问题，列入了极少量的补充习题,并对准 
确、简练的文字表达给予了适当的注意。 

鉴于要获得知识必须通过实践，我们向读者提出以下恳 
切的希望：对于习题要首先自己动手做，做出后再与《指 导》 
核对比较》然后用自己的语言把解答写出，注意表达的层 
次 I 并把《指导》中省略了的地方补充完整；如果某一习题 
_时不知如何解答，要在经过苦思仍然无从下手的情况下才 
去查看《指导》，查后要分析一下，自己何以无法解答 A 读 
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者若能做到以上几点，才能从《指导》中得到益处，提高自 
己的解题能力 
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第一章基本概念 


集 


合 


1. BczA , 但 B 不是^的真子集，这个情况什么时候才 


能出现? 


解由题设以及真子集的定义得，^的每一个元都属 
于 B ， 因此 4(=5. 于是由 


BczA AczB 

%A = B . 所以上述情况在3 = 5时才能出现. 

2« 假定 >4 c : J 9, ? ^4 U ^ = ? 

解 （ i ) 由于 Wc :5, 所以 W 的每一个元都属于 

即/ 的每一个元都 是/和 5的共同元，因而由交集的定义得 

AczA[]B 


但显然有 


A[]BczA 


所以 


Af]B = A 

( ii ) 由并集的定义，的每一元素都属于 j 和 

B 之一； 但 AozB ， 所以的每一元素都属于昃 

AUBczB 

另一方面 BczZUfi , 所以 = 


§ 2 .映 射 


找一个 jx 2到」的映 


， 100} 


1 # A- { 1 , 2 , 






M . 


用 （ a ，6) 表示 dxi 的任意元素，这里 a 和6都 
属于」.按照定义做一个满足要求的映射即可，例如 




( g ， b) - >a 


0: 


就是这样的一个，因为少替 j X d 的任何元素 （ a , 6) 规定 
了一个唯一的象 a ， 而 

读者应该自己再找几个 W x /到3的映射. 

2. 在你为习题1所找到的映射之下，是不是 W 的每一 
个元都是 Ax A 的一个元的象？ 

解在上面给出的映射少之下，3的每一个元素都是 
JxJ 的一个元的象，因为 （ a ，6) 中的 a 可以是 j 的任一 


兀素 


你自己找到的映射的情况如何？有没有出现^的元素不 
都是象的情况？假如没有，找一个这样的映射. 


§ 3 . 代数运算 


1- 彳所有不等于零的偶数 h 找一个集合 D ， 使得 

普通除法是2 X /到乃的代数 运算. 是不是找得到一个以上 
的这样的 D ? 


解一个不等于零的偶数除一个不等于零的偶数所得结 
杲总是一个不等于零的有理数* 1 


% 


所以取 


D = 彳所有不等于零的 有理数 } 

普通除去就是一个 j X 3到 D 的代数运算 • 

可以找得到一个以上的满足要求的读者可以自己找 


几个 


2* A = { a 9 b , c \. 规定 d 的两个不同的代数 运算. 
解 （i ) 我们用运算表来给出 d 的一个代数运算^ 


b 


按照这个表，通过 o ， 对于 d 的任何两个元素都可以得出一 
个唯一确定的结果 G 来， 而 a 仍属于 所以 o 是 J 的一个 
代数运算* 

这个代数运算也可以用以下方式来加以描述 

对一切 x ，yEA 


( x f y ) -> a = xoy 


( ii ) 同理 


对一切 x ， y^A 

也是 d 的一个代数 运算. 读者可用列表的方法来给出这个代 
数运算. 


( x ， y ) - > x - xoy 


读者还应自己给出几个 d 的代数运算 


§4. 结合律 


1. A -彳所有不等于零的实数 o 是普通除法 




• r - ? • ： 




aob = -r 


这个代数运算适合不适合结合律？ 

这个代数运算 o 不适合结合律 • 例如 


当 


时 


2 


4 


( ao 6) oc = (4 o 2) o 2 = v °2 = = 1 


2 


4 


4 o (2 o 2) - 4 o ( 音) 


ao ( boc )= 


: = 4 


所以当 a , 6 和 c 取上述值时 


( aob ) oc^ao ( boc ) 


d = 彳所有实数 h 代数运算 

( a , b ) - >a +2 b - aob 

适合不适合结合律？ 

读者可以用解上一题的方法来证明，所给代数运算 


o ： 


不适合结合律. 

3* A ^ ia , b 9 c }. 由表 


b 


b 


b 


给出的代数运算适合不适合结合律? 




所给代数运算 O 适合结合律.为了得出这个结论， 

的27(=3 3 )种排列（元素允许重复 


需要对元素 a ， 6， 

出现）加以验证.但是利用元素 a 的特性，可以把验证简 
化.仔细考察运算表，我们发现以下规律：对集合 W 的任意 
元素％来说，都有 


oox == xoa = x 


由此得出，对于有 a 出现的排列，绪合律都 成立， 这一点读 
者可以自己验证.还剩下 a 不出现的排列.这样的排列共有 
8(=2 3 )种*我们在这里验证4种，其余4种读者可以自 


己验证 


(6 o 6) ob = cob - a 
bo ( bob ) = boc = a 
( hob ) oh = bo ( bob ) 
( bob ) oc 
bo ( bod ) = boa = b 

( bob ) oc = bo ( boc ) 

( boc ) ob = aoh - b 
bo ( cob ) boa = 6 
( boc ) ob - bo ( cob ) 
( boc ) oc = aoc = c 
bo ( coc ) = bob 
( boc ) oc - bo ( coc ) 


所以 




- COC 


所以 


所以 




所以 


§ 5 • 交换律 


d = 彳所有实数 h O 是普通减法^ 




aob = a — b 

这个代数运算适合不适合交换律？ 

解容易验证，当 a = 1，6 = 2时 

aob + boa 

所以这个代数运算不适合交换律. 

2. A = {a 9 b f c , d\. 由表 


d 


d 


d 


d 


d d 


所给的代数运算适合不适合交换律？ 

解要回答这个问题，只须考察一下运算表，看一看关 
于主对角线对称的位置上，有没有不相同的元素. 


§ 6. 分配律 


假定0, ㊉ 是 d 的两个代数运算，并旦 ㊉ 适合结合律， 
G , ㊉ 适合两个分配律 * 证明 

= (qd) ®(a 2 CD6!)($)((!i 06 j)©(a 2 (D6 2 > 

((JiOW ㊉ (^062)($) (a 2 0 ^i> ㊉ (a 2 G)6 2 ) 

==aiG) 队 ㊉ 办之 ） + a 2 G) (^㊉ 匕） 

=O (61 ㊉ & 2 ) 

• I 

; ( 〜 ㊉ 〜） ㊀ 心丄 ㊉(…㊉〜） Oh 

=(iGh) ㊉ ㊉ （ hG)6 2 ) 、 




映射、变换 




1- A - { 所有 > 0 的实数 }. { 所有实数 } • 找 

■ ■ ■' 丨 、 

■ 

一个』与]间的——映射 • 


对一切工 




X 


是一个 j 与 d 间的——映射. 

首先，给了任即任一大于 0 的实数 
一个实数，即 lgxG ：?， 并且 lgx 是唯一确定的，所以尕是一 
个 d 到7的映射. ... - . 

I 

其次，对于任一>€7，即任一实数 y ， 是- 

个大于 0 的实数，而在少之下， 

■ 

x — >ig x = 1 gi — y 

所以少是一个^到1的满射. 


是 




噢 


G A , 并且心一；^， ^ h x zf 


最后，若是 


X 


所以少是一个 j 到」的单射. 

这样，负是一个“与 i 间的——映射 • 
2 . A - { 所有>0 的实数 } 

r 

A= {所有实数 i ，0<" a<l } 
找一个 d 到37的满射. 


0 


若0«1 


若欠 >1 


x - >一 


X 


是一个 d 到 j 的 满射. 

首先，少替每一托^规定了一个唯一确定的象巾（幻， 
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mo <：< P ( x )< i 9 所以少是一个 j 到」的映射 • 其次，在步 
之下，35的每一元7都是 d 中一个元，即了本身的象，所以 
少是一个 d 到1的满射 • 

读者可以 证明： 


x A 


sin a : | 


巾 it 

^zi 


0 < Jf< 1 


都是 j 到/的满射. _ 

3* 假 定少是 d 与 U 间的一个一一映射， a 是乂 的一个 


元. 


010^ 1 (a)] = ? 


( a ) ] = ? 

若少是 j 的一个一一变换，这两个问题的回答又该是什 


么？ 


解当少是 d 与^间的一个 一一 '映 射时， 

少一 1 [0(a)] ：= 

若少是 w 的一个--一变换，那么 

少- 1 [少 （a)] = 

读者可以做一做以下补充习题. 

(i ) 』={所有>0的整数} 

{ 所有>0的整数 } 


少[少― 1 (a)] 未必有意义 


1 (a) = a 


证明 


对一切 x G A 


0 


X 一 —> J^+l 


是 d 与 d 间的一个一一映射 • 

(ii) A = { 所有20的实数 } 



{ 所有 $0 的实数 } 

利用 （ i > 题找一个 d 与3?间的-一映射 


同 


态 


1- A = { 所有实数 x 代数运算是普通乘法 

以下映射是不是^到 d 的一个子集7的同态满射？ 


I 


I 


b ) 


c ) 


d ) 


) 取4= { 所有>0的实数}，则 ddd ， 


而 

<Pit 


\ X \ ^ 0 X (X) 

是 W 到 W 的一个同态 满射.因为： 对任一实数％,丨欠|是一 
个唯一确 g 的 >o 的实数，所以少3到: Z 的一个映射； 
若是 i eX 那么$ 


x € A 


而 


S) = I ^ I - S 

所以是^4到 7 的一个满射；对任意 X ， y ^ A 9 

少 1 (^y) = |x^ | = 1^11^ I (y) 

所以少 ^ 是 w 到 1 的一个同态 满射. 

b ) 当 x 取遍一切实数值时，2 x 也取遍一切实数值 

读者容易证明 


0 


是^到 j 的一个满射，但少 2 不是 j 到 j 的一个同态满射. 
因为： 取/的数2和3,那么 

少 r (2) = 4 


少2 (3) 


pft?** > 


0 2 (2.3) =少 2 (6) =12 癸少 2 (2) 少 2 (3〉 

) 取 { 所有 20 的实数 }， 那么 7 d . 读者可 


以自己证明 


0 


= cp 3 ( X ) 


x e a 


是/到/的一个同态满射， 

d ) 当 x 取遍一切实数值时，- %也取遍一切实数 

值. 容易证明 


0 


x A 

是/到 3的-个满射，但不是一个同态满射. 

_ 2. 假定 d 和; Zxj * 于代数运算 o 和 G 来说 g 态， 而了和 

] 对于巧数运算^和3来说 同态. 证明， d 和 I 对于代数运 

算0和5说同态. 


由题设存在」到 d 的一个同态满射 


<^1 


= i ( a ) 


a ^ A ^ a A 


并旦对于 j 的任意两个元素 a 和6来说 


艺 1 


( aoh ) - a o b - 0 Y ( a ) o 0 i ( b ) 

同样存在 y 到 I 的一个同态满射 

a ^0 2 ( a ) 


<P 


A 9 aE A 

并且对于;的任意两个元素 ] 和6来说 


0 Z (a o b ) 


b = ( p z ( a ) o 0 Z ( b ) 


如下定义 




^iL^i (a)] 

那么少是义到 I 的一个同态满射， 因为： 

(i )_ 由于少 i 和少 2 是同态满射，所以对于任何 
( a ) 是頁的一个唯一确定的元素，而少 2 [少 “ a )] 是3 的 
一 个唯一确定的元素，因而少是 d 到 I 的一个映射 • 


0 6 A 
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( H ) 由于同一 J ^， 对于任何 aGZ ， 存在一个元 

素 Gd ,使 CP 2 ( G ) = a ，并且存在一个元素 a EA , 使 

( a ) = a , 因此在少之下， 

a **- 2 1 (a)] = d^2 ( o ) — ^ 


而少是 d 到 j 的一■个满射. 

( iii ) 由于同一原因，对于4的任何两个元素 a 和6 

、0 (aob) - <P Z C^i (aob) ] = 少 2 [少 i ( ^ ) o0 ! ( 6 )] 

= ⑦2 [少 1 ( ^^ ) ] O 少2 [少 1(6〉] 

-0 (a)o(p(b) 

而少是^到]的一个同态满射. 


§9. 同构、自同构 


1- d = { a ， 6, c }. 代数运算 o 由下表给定 


b 


找出所 有/的 一一 变换，对于代数运算 o 来说，这些一一变 
换是否都是 /的自 同构？ 

解 ^共有6 ( = 3!) 个——变换，即 


<Pi 


0 


0 
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0 


Q 


C — C 


<P 


b 


a 


c — a 


c 


0 


CE — C 


c —► 


对于代数运算 O 来说，和少 4 是 j 的自同构，其余4 
个都不是.这是因为， 若少. 是一个 d 的自同构，那么 对义的 
任何元素％和^，将有 


<Pi {xoy) = 0i( c) - 0i(x) o0i (y) 


( 1 ) 




c 


因而 


0i{c )= 

反过来，若 （2) 成立，那么 （1) 也成立 • 

2. { 所有有理数 } • 找一个 d 的对于普通加法来 

说的自 同构. （映射 


( 2 ) 


c 


^除外） 

设 fc 是任一有理数，且 fc ★ 0 ， fe 1 


x —► 




那么 


0 


X 一 k X 


X £ A 

是 j 的一个对于加法来说的自同构，并且少显然不是映射 

少是3的一个 一一 ■变换，读者可以自己证明。 令 X 
和7是3的任意两个元素，那么 

+ y — ►步 (x + y) - k(x + y) = kx + ky = <P (x) +0 (y) 

所以少是 j 的一个自同构 • 

读者可以试证， j 只有以下对于加法来说的自同构 

eA f 是 ★(> 的有理数 

3^ { 所有有理数 } ; ^的代数运算是普通加法. 


x x 


_ 


0 


X 


# 


X 一 kx 


X 


义= { 所有>0的奋理数}; ^的 f 数运算是普通乘法 • 证 

明，对于给的代数运算来说， j 与:？间 没有同 构映射存在， 
(先决定0在一个同构映射下的象 * ) 
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解 设少是 j 与 d 间对于所给代数运算的一个同构映 

射，而少（0)=了.那么由于少是同构映射，芳 

^(0) =0(0 + 0) =0(0) ^(0) =a 

于是有 


但同构映射是单射，所以得 a 


= a 




a {a 一 1 

但 aG 」， 所以 a ^ O ， 因而 a — 1:0，即 a = l 


a 一 a 二 




这样 


( 1 ) 


0 ( 0 ) - 1 

由于步是满射，1的元-1必是3的某一元 a 的象, 

(p ( G ) = — 1 


由是得 


0(2 a) = 0 (o + a) - <P( a) 0 ( a ) = ( - 1) 2 = 1 

于是 由少是 单射， #2 a = 0,即 a = 0, 而少（0) = -1, 

与 （1) 矛盾.这说明，在 d 与3间对所给代数运算来说不 
存在同构对应. 

读者可以用以下方法得出本题的另一证明* 


考虑少 ( y + y ) 


设少（ a ) = 


§10. 等价关系与集合的分类 


1- { 所有实数 } • d 的元间的关系 > 以及2是不 

是等价关系？ 


>不是等价关系*这个关系不满足反射律： fl > 


a 


不成立 
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k 也不是等价关系，它不满足对称律，例如，3>2, 

r • 

但2> 3不 成立. 

2. 有 人说： 假如一个关系 i ? 适合对称律和推移律，那 
么它也适合反 射律. 他的推论方法是/因为开适合对称律 


因为开适合推移律 


o R b 9 b R a =#> a R a 


这个推论方法有什么错误？ 

解 这个推论方法的错误在于，对于“等价关系”定义 
的陈述没有准确地理解. 

^ R b b R a 

的意 思是： 由 a i ? 6可得6开 a 5假如对于某一元素 a ， 找 
不到任何元素6,使得 a 丑6成立，那么就得不出 bi ? a ， 
因而也就得不出 a /? 

的元间的关系 


例如：令4是整数集，如下定义>4 




a R b 当且仅当 ab >0. 

及显然满足对称律和推移律，但 i ? 不满足反射律，因为 

0 7 ? 0 


不成立 


3. 仿照例3规定整数间的关系 

0=6 (一 5 ) 

证明你所规定的是一个等价关系，并且找出模 - 5的剩余 


类。 


解可以完全仿照例3来做 
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第二章群论 


§1. 群的定义 

全体整数的集合对于普通减法来说是不是 一个群 

因为普通减法不适合结合律 • 


1. 


不是， 


例如 


3 —— 1 ) =3 — 1=2 


(3-2) - l = l - l = o 


3 — (2 — 1) 4 (3 — 2) — 1 


举一个有两个元的群的例 


2 


}， G 的乘法由下表给出 


e ， 


a 


e 


a 


e 


e 


a 


a 


a 


e 


首先，容易验证， 

(x y ) 

c a = 


这个代数运算满足结合律 

x {y z) 


( 1 ) 


Z = 


x 9 ^ ^ G 


因为，由于 

那么 （ l ) 成立 • （参考第一章， 
在 （1) 中出现，那么有 

(a a) 


若是元素 e 在 （ 1 ) 中出观， 

§ 4，习题3 0若是 e 不 


a e 


= a ， 


a 


e q a 


) 


a ( a a 


a e 


而 （ l ) 仍成立 


i$ 


其次， （7 有左单位元，就是 e ; e 

r 

a 有左逆元，就是 a . 所以(？是_一个群 

读者可以考虑一下，以上^算表是如何作出的 * 

3. 证明，我们也可以用条件 I , I 以及下面的条件 

IT , 丫 / 来做群的 定义： 

ir c ? 里至少存在一个右逆元 cr i , 能让 


有左逆元，就是 


ae - a 


对于 (7 的任何元 a 都 成立； 

V r 对于 G 的每一个元《,在 G 里至少存在一个右逆 
元 C 1 ， 能让 


aa 


这个题的证法完全平行于本节中关于可以用条件 
IV ， V 来做群定义的证明，但读者一定要自己写一 


下 


§2. 单位元、逆元、消去律 


1- 若群的每一个元都适合方程 x 2 ，那么 G 是交 


换群 


令和6是 G 的任意两个元.由题设 

( ab ) ( ab ) - ( ab ) 2 = e 


另一方面 


( ab ) (6 a ) = ab 

于是有 ( ab ) ( ab ) = ( ab ) ( ba ) . 利用消去律，得 

ab = ba 


a = aea - a 


所以 G 是交换群 
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茬一个个数 一 定是偶 


令是一个有元 a 而 fl 的阶 n >2 


考察我们有 


a ft ( a* 1 〉 n = e e ( a" 1 ) rt = ( a * l ) n=z e 


设正整数 m <„ 而 = 那么同上可得 W = 与《是 

a 的阶的假设 矛盾. 这样，《也是 cT 1 的阶，易见厂 1 々〜 


否贝！1 


= aa 


与《>2的假设矛盾*这样，我们就有一对不同的阶大于2 

的元 a 和 tr 、 

设 (9 还有元6, b + a ， b ^ a -\ 并且6的阶大于2 _ 
那么^的阶也大于2,并且我们也有 


否则 


e = b~ 1 b = aa 


消去沪 1 得 6 ZCT 1 ， 与假设矛盾.同样可证沪 1 — cT 1 * 这 
样，除 a 和 a- 1 外，又有一对不同的阶大于 2 的元 6 和 6〃. 

由于是有限群，而 (7 的阶大于2的元总是成对出现， 
所以 (7 里这种元的个数一定是偶数. 

3. 假定 G 是一个阶是偶数的有限群 • 在里阶等于2 
的元的个数一定是奇数. 

由习题2知，<9里阶大于2的元的个数是偶数.但 
只有一个阶是1的元，就是单位元 e . 于是由于的阶是 
偶数，得 G 里阶等于2的元的个数是奇数. 

4. 一 个有限群的每一个元的阶都有限. 

解令 C ? 是一个有限群而 a 是 (9 的任一元素，那么 
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a ， a 2 9 a% 




不能都不相等 • 因此存在卑整数: •， />/>/， 使士 = A 用 
aN 乘两边，得 〃 


( 1 ) 


这样，存在正整数/-/，使 （1) 成立. 因此也存在最小的 
正整数 m ， 使/=^，这就是说，元 a 的阶是 


§4. 群的同态 


a 与 


假定在两个群 G 和沒的一个同态映射之下， 

a 的阶是不是一定相同？ 

解不 一定. 例如，令 G 是本章§ 1中例2所给出的群 

而沒是该节中例1所给出的群 • 那么读者容易证明 

是的任意元 

是 (7 到 G 的一个同态映射.但的每一个元《 ★ 0都是无限 
阶的，而 g 的阶是 1. 


Ox 




§5. 变换群 


1* 假定 r 是集合 d 的一个非一一变换 • t 会不会有一 

个左逆元厂 1 使得厂七二打 

解可 能有. 例如令^ { 所有正整数 } ，则 


打〉1 


-1 




显然是 d 的一个非- 变换. 而^的变换 

1 • n-^n + 1 n^：A 


就能使 f 1 
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2* 假定 d 是所有实数作成的集合。谣明，所有 d 的可 


以写成 


ax + b 


a 和6是有理数， a^O 
形式的变换作成一个变换群.这个群是不是一个交换群? 


令 G 是由一切上述变换作成的 集合. 考察 G 的任何 


两个元素 


+ 6 


a 和6是有理数， a^O 

I 

c 和是有理数， c^O 


X-^QX 


cx + d 


那么 




x r ’- = (ax + 6) A = c (ax + b) + d 

= (ca) x + (cb + d) 

这里 C a 和 C 6 + d 都是有理数，并且 C a _ o • 

所以 U 仍属于 (9. 

结合律对一般变换都成立，所以对上述变换也成立， 
单位变换 


属于 G 


容易验证， r 在 G 中有逆，即 


b 


X— ~ X + 






因此 c ? 作成一个变 换群. 
但 G 不是一个交换群.令 


+ 




那么 


(x A ) 2 = (x+ 1) 2 -2x + 2 
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( x T2 ) Tl = ( 2 x) Tl = 2 x + 1 

r lT 2 i 


3. 假定 S 是一个集合 d 的所有变换作成的集 合* 我们 

暂时仍用符号 


来说明一个变换^.证明，我们可以用 


[>2 ( a )] = r ; r 2 ( a ) 


来规定一个 S 的乘法，这个乘法也适合结合律并且对于这个 
乘法来说， e 还是 S 的单位元. 

解令 h 和是5■的任意两个元而是3的任意一个 
元.那么 ( a ) 和 r ! ( cz )] 都是 j 的唯一确定的元.因 

此如上规定的 qir 2 仍是 S 的一个唯一确定的元而我们得到了 
一个5 ■的乘 法. 

令 r 3 也是 5* 的一个任意元，那么 

[( r i r 2 〉 r 3] (<3) == z # 1 r 2 [[r 3 (^)]] = t x {^ 2 fr 3 (<j)] } 


[^1 ( r 2 r s )] ( a ) = r 1 [ r 2 r 3 ( a )] = r x { r 2 [ r 3 ( a )] } 

所以 （ Tir 2 ) r 3 ( r 2 r 3 ) 而乘法适合结 合律. 


令 r 是夕的任 意元. 由于对一切 a 都有 


所以 


re ( a ) ~ tie ( a )]= r ( a ) 


^ = a = r 而 e 仍是 S 的单位元 


4 - 证明，一个变换群的单位元一定是恒等变换. 

解设 g 是由某一集合/的变换组成的一个变换群， 而 
是 G 的单位元*任取 <7的一个元 r 和^的一个元 a . 由于 
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ex — 有 


= (a e ) T = 

由于 T 是 d 的一个 一一 变换， 所以浐 = 0而£是」的恒等变 


er 


a 


a 


换 


5. 证明，实数域上一切有逆的 r * X «矩阵对于矩阵乘 
法来说，作成一个群。 

解 这个题的解法很容易，这里从略. 


§6. 置换群 


1. 找出所有$ 3 的不能和交换的元 
解 &有6 个元： 


/ 1 2 3\ / 1 2 3 \ / 1 2 3\ 

\123/,\132/,\2 13/ 


) 


1 2 3\ 

2 3 1/, 


1 2 3\ 

3 1 2人 \ 3 2 1 


12 3 


其中的 


71 2 3 s ? 7 12 3^ 7 1 2 3^7 1 2 3\ 

\ 1 2 3/, \2 3 1 /, \3 1 2/^\2 3 I / 

显然可以和 GH ) 交换.通过计算，易见其它三个元不能和 


2 


(⑴）交换 


2 - 把 S 3 的所有元写成不相连的循环置换的乘积 


⑴斤⑴， （⑴) ，⑴) 


“ 2) ， G ■ ?)， (1 3) ， （”3 ?) = ( 123) 

⑴ 2 3 ) = ( 1 3 2 ) 
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3. 证明： 

(i ) 两个不相连的循环置换可以交换 j 

( ii ) (* VV "“) _1 = …*') • 

解 （ i ) 看的两个不相连的循环置换 cr 和 r . 我们 
考察乘积使数字1, 2，…， n 如何变动.有三种情况 • 

( a ) 数字 f 在 a 中出现，并且 a 把/变成丨 • 这时 

由于 a 和 r 不相连，/不在 r 中出现，因而 r * 7 _ 不变，所 
以^仍把/变成/ . 

( b ) 数宇 fc 在 r 中出现，并且 r 把 fc 变成 i . 这时 
fe 不在 cr 中出现，因而 a 使 fc 不变，所以 at ： 仍把 fc 变成 U 

(c) 数字 w 不在 cr 和 t 中出现.这时 ar 使 m 不动. 

如上考察 rcr 迚数字1，2，…， n 如何变动，显然得 
到同样的结果.因此 ar 

( ii ) 甶于…“ ）（ Wr . A ) = (1), 所以 

(*V 2 … -1 = (f ft h-i …“） 

4. 证明一个 fc - 循环置换的阶是 fe 

解 一个 fc - 循环置换〖2…“）的一次方，二次 
方，…， fc 次方分别把 G 变成 

变成 G ， …， 把“变成:乂因此#=(1).由上面的分析， 

_ 

若是 /< fc , 那么沪 —（1). 这就证明了， 7 T 的阶是 fe 

5. 证明的每一个元都可以写成 

(12), (1 3), (1 71) 

这《 -] 个2-循环置换中的若干个的乘积. 

解由于每一个置换都可以写成不相连的循环置换的乘 
积，所以只须证明，一个循环置换可以写成若干个 （1 O 形 
的置换的乘积.设 JT 是一个循环置换.我们分两个情形 


= to 


« 


，同理#把 i 


2? * 3， 


2 
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加以讨论 


1在 a 中出现，这时 m 可以写成 


u - i ) 


( 


1 


容易验算 


( 1 …“ -1) = ( 1 (1 1 ) 
1不在 7 T 中出现，这时 

■ 

= (J ii z —( 1 f 1 * 2 9tt ik) ( 1 ^ 1 ) 

= ( 1 D ( 1 G ) … （ 1 “） （ 1 “） 


( 6 ) 


n 


循环群 


1 # 证明，一个循环群一定是交换群 • 

解设循环群 g = ( a ). 那么 g 的任何两个元都可以写 

是整数）的形式•但 


成 （ T 和 


« + m 


- a a 


= a 


a a - a 


所以 g 是一个交换群 


证明 〆 的阶是这里 


2. 假定群的元《的阶是 


n 


d = ( r ， n ) 是 r 和 n 的最大公因子 • 

二 ds ， 所以 


由于 c /1 


r 


( a r ) 7 = ( a ds ) d = ( a n ) 

I 

现在证明，音就是 & 的阶 • 设&的阶为 fc . 那么 


- e 


令 


n 


0< r!<^-l 




d 
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得 




- (a r ) kq (a r ) r i = (a r ) ri 

但 hCfc 而 fc 是 cf 的阶，所以 r 1= 0 而 

^ = kq 


e = (a r ) 7 = (a r ) 


d 


于是得 fc 

为了证明於 = 


(参看本节定理的第二种情形 •） 

,只须反过来证明 j|fc. 由 

fc •但 d 是 n 和 r 的 




d 


而 


= e 


d 


打是 a 的阶，同上有《1以，因而 j 丨 ^ 

最大公因子，所以吾和^■互素而有合 | k 


3-假定 a 生成一个阶是 n 的循环群 证明： Y 也生 

I 

成(7，假如(『， n ) - 1 (这就是说 r 和 n 互素) • 

解由习题2,的阶是 《• 所以 

， （ 〆 广 S ( a r ) rt =e 

互不相同.但只有《个元，所以 

G = { a% W， …， (aO} 


a % ( a r ) 2 . 


Ma r 生成 

4 - 假定 (9 是循环群，并且与 g 同态. 证明沒也是循 


环群 


解由于与沒同态，0也是一个群 • 设 (9= (a ), 而 
在 g 到 e 的同态满射少下， 

在少下，有 crec , 使#— > g . 但 f — >a • 所以云= 


看沒的任意元 g. 那么 
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这样，沒的每一元都是 G 的一个乘方而沒= ( a ). 

5. 假定 G 是无限阶的循环群，沒是任何循 环群. 证明 


G 与沒同态 4 


令 (9=( G )，Q ^ 0 ) # 定义 


巾: 


我们证明，少是 G 到 G 的一个同态满射. 

(i ) 由于 G 是无限阶的循环群， G 的任何元都只能 

以一种方法写成的形式，所 以在少 之下，的每一个元 

有一个唯一确定的象，而0是 G 到沒的一个映射. 

( ii ) 沒的每一个元都可以写成7的形式，因此它在 

0之下是 (7 的元 a 的象，而0是 C 7 到沒的一个满射. 


( iii ) 


所以少是 G 到沒的一个同态满射 


§8•子 群 


U 找出的所有子群. 

解 5^显然有以下子群： 

本身； （ U )) = { (1) } ； 

(( 12 )) =-{( 12 ), ( 1 ) } ; 

((13)) = {(13〉， （1)} 

((23)) = { (23), (1) } , 

((12 3)) = { (1 2 3), (1 3 2), ( 1 ) } , 

若5* 3 的一个子群 H 含有 （ 1 2), (1 3) 这两个2-循环 
置换，那么丹含有 


i 
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(12) (13) = (123〉，（123) (1 2) = (2 3) 

_ 

因而 //== * S 3 . 同理，若是的一个子群含有两个 2 … 循环置 
换 （21), (23) 或（31)，（32)，这个子群也必然 


是 S 


用完全类似的方法，读者可以算出，若是的一个子 
群含有一个2-循环置换和一个3 -循环 置换，那么这个子群也 
必然是 


因此上面给岀的6个子群是的所有子群， 

2. 证明，群 (9 的两个子群的交集也是 G 的子群 

解设的子群. 

令 e 是 ( P 的单位元.那么 e 属于/^和/^,因而 

^ eHMH, 


而/^|1付 2 不空. 

令 a ，b 6 Hi fl ^2. 那么 a ，6 属于 但/^ 

和丑 2 是 子群. 所以 ah - 1 属于因而属于 

这就证明了，幵 1 (1// 2 是(7的子群. 

3. 取5%的子集5= { ( 1 2)， （12 3)}. 5■生成的 

子群包含哪些元？ 一个群的两个不同的子集会不会生成相同 
的子群？ 


解见习题1的解. 

4. 证明，循环群的子群也是循环群. 

解设循环群 <7=(幻而 H 是 G 的一个 子群. 

若 H 只含单位元则 H =( e ) 是循环群.若//不 
仅含单位元，那么因为 H ■是子群，它一定含有元#，其中 m 
是正整数.令 i 是最小的使得以属于 H 的正整数，我们证 
明，这时# =(⑴ ）• 看付的任一元⑴•令 

%% m _ 


4 
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那么 fl * = a iq a \ 由于 a * 和都属于//，有 

a r - a- iq a* 


于是由假设 r = 0, a ^( a i ) q 而 H = ( d ) • 

5. 找出模 12 的剩余类加群的所有子群. 

解模12的剩余类加群 ( P 是一个阶为12的循环群.因此 

由题4， C ? 的子群都是循环群.容易看出： 

([ 0 ]) =[ 0 ] 

([1 ：) = ([5]) = ([：?]) = ([11]) = <7 

([2]) = ([10]) ={[2], [4], [6]， [8], [10]，[0]> 

([3]) = ([9]〉 ={[3], [6]， [9], [0]} 

( C 4：) = ([8]) = { [4], [8], [0] } 

([ 6 ]) = { [ 6 ], [ 0 ] } 

是 G 的所有子群. 

6. 假定 H 是群的一个非空子集并且 H 的每一个元的 
阶都有限.证明， H 作成一个子群的充要条件是： 

b^H — z>ab G H 

解由本节定理1 ,条件显然是必要的. 

要证明条件也是充分的，由同一定理，只须 证明： 


0, 


a€：H =^a ~ 1 


设 aen . 由于 h 的每一元的阶都有限，所以 a 的阶 

是某一正整数 n 而 (T 1 = Gt 1 • 于是由所给条件得 a ^ H . 


§9. 子群的陪集 


1* 证明，阶是素数的群一定是循环群 
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解设群 G 的阶为 素数办 •在 G 中取一元则 
生成 G 的一个循环子群 （ a ). 设 （ a ) 的阶为那么 
但由定理2， 


IP ， 所以 n = />而夕=( ㈨ 是一个循环群 • 

2. 证明，阶是 />" •的群（/>是素数， m > l ) 一 定包含 
一 个阶是 P 的子 群. 


那么由定 


设群的阶是炉.在夕中取一元“ ★ 

的阶 n | f ) m •但 n ¥= l ， 所以 •若 


^， 


理3 , 

t = 1，那么 a 的阶为/>，而 （ a ) 是一个阶 为#) 的子群.若 


a 


t > l , 可取 6 =M ,那么6的阶为/>而 （ 6) 是一个阶 

为办的 子群. 

3. 假定 a 和6是一个群 G 的两个元，并且 a 6 = 6 a ， 又 
假定 a 的阶是 m ， 6的阶是 n ， 并且 （ m ，«) = 1. 证明： 
b 的阶是 


a 


设 a 6 的阶是由 a 6 = h ， 得 


b mn = 


( ab ) 


= a 


e 


因此 k\m 


我们反过来证明， rn n \ k . 由 


n 




= ( ab) kn = a kn b kn 


=a 


以及 a 的阶为 m ， 得但 （ m ， n ) =1, 所以 m|fe 
同理 n U . 又由 （ w , n ) = 1 ，得 m n \ k m 

这样， a 6 的阶灸 = 

4. 假定〜是一个群 G 的元间的一个等价关系，并且对 

于 G 的任意三个元 a ， 


m n 


来说 


x, x 


ax 〜 ax 


证明，与 g 的单位元 e 等价的元所作成的集合是 c 的一个子 


群 


令 H 是与 e 等价的元所成的集合 





所以 H 不空 


由于 




e 


e ， 


6 〜 e 可写成 


设 fl ， b € H . 那么 


-1 ab 


因此由题设， a 6 〜 a 〜 e 而 a 6 GH * 


- 1 , 因此由题设， e 〜 cT 1 而 


a 〜 e 可写成 


ae^aa 


这样，丹作成 g 的一个子群 • 

5 - 我们直接下右陪集 Ha 的定义 如下： Ha 刚好包含 


(7 的可以写成 


ha (/i G H) 

形式的元.由这个定义推出以下事实： <9的每一个元属于而 
且只属于一个右陪集_ 

解取任意由于 H 是一个子群，单位元 
e ^ H 9 因此 g = e a & H a ， 这就是说，元 a 属于右陪集 


H a 


eH Cf 那么 

O = I = 1~1 2 C 

由此得， b 二 h ? h 2 c ， 而/ / 6 的任意元 


b 9 


a 


(h” h 2 ^H) 


hb = hh' h 2 c 


同样可证 Z / ccH 6* 这样/ 76 = He 而 


因而 // bcH 
a 只能属于一个右陪集 


c 




6 - 若我们把同构的群看成一样的，一共只存在两个阶 
是4的群，它们都是交换群. 

解先给出两个阶是4的群. 

模4的剩余类加群 G \= { [0], [1], [2 j , [3 ]h 
G , 的元 [ 1 ] 的阶是4而 1 是[1 ] 所生成的循环群 ([ 1 ]) • 
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5\的 的子群 

B 4 = U 1) 9 (1 2) (3 4), ( 1 3)( 2 4), (14)(2 3)} 
叫作克莱因四 元群. 丑，是^^的子群容易验证.我们有 

[(12) (3 4)] 2 = [(13) (2 4)] 2 = [(14) (23) ] 2 = (1) 

(12) (34) ( 1 3) (24) = (13) (24) (12) (3 4) = (14) (23) 

(13) (24) (14) (23) = (1 4) (2 3) (1 3) (2 4) = (12) (34) 

(14) (23) (12) (34) = (1 2) (3 4) (1 4) (2 3) = (13) (24) 

这两个群显然都是交换群. 

现在证明，任何阶是4的群都和以上两个群之一 同构. 
设 G 是-个阶为4 的群. 那么 G 的元的阶只能是1，2或气 

若有一个阶为4的元 c /， 那么 (7 = ( cO 是一个循环^ 
而 G 与 C 7 1同构， 

若 C ? 没有阶为4的元，那么除单位元 e 外， （7 的其它3 
个元的阶都是2,因此有 


G = { e y a , by c } 


= b z = c 2 


由于 G 是群，有以€6\我们证明 ， ab = 


由 a 6 =沒将得 = 和6= a ， 这不可能 

由 a 6 = a 将得6 = 

由 ab = b 将得 a = 

因此只能 h 


也不可能_ 


也不可能 


同样可证 

be = cb 

比较和五 4 的代数运算，易见(?和5 4 同构. 

补充题 利用6题证明，一个有限非交换群至少有6个 


ab — ba — c 9 


ca- ac- 




a ， 


兀 
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10 .不变子群 1 商群 


1- 假定群 G 的不变 子群# 的阶是 2. 证明， G 的中心 


包含 TV 


解 令 N = { e ， 《}，这里 e 是 G 的单 位元. 取 <7的任 
意元由于 W 是一个不变子群， 有 aN = N 


即 


{ a , an } 


na } 




a 9 


所以 a «= na . 这样， TV 的两个元^和^都可以和的任何 
元 a 交换，所以 iV 属于 G 的中心. 

2. 证明，两个不变子群的交集还是不变子群. 

解令^^和# 2 是群 G ■的两个不变子群•那么 
是 G 的一个子群 （§8, 习题 2) •我们进一步证明， N ^ N , 
是 C ? 的一个不变子群.令 aeG ， n ^ N . ON ,, 那么 
it eN 2 . 但和是不变子群，所以 a na - 1 EN lf 

o n a " 1 6 N 29 因而 


a n a ^ 1 x {] N 


于是由定理2, 是一个不变子群， 

3. 证明，指数是2的子群一定是不变子群. 

解令<7是一个群而 iV 是 G 的一个指数为2的子群. 

若 n € iV ， 那么显然有设6€<9， beN . 
那么由于 iV 的指数是2，<9被分成两个左陪集 iV 和6 AT ; <9 
也被分成两个右陪集"和汉6 • 因此 6 iV = 7 V 6. 这样，对于 
G 的任何元 a 来说， = a 而 7 V 是 G 的一个不变 子群. 

4. 假定 H 是 (？ 的子群， iV 是 (? 的不变子群.证明， 
//#是 G 的子群. 


m 由 于奸和 # 都不空，所以丑#也不空 
设 a eHN , b eHN . 那么 


(h l9 h % n { , n 2 € ： N) 


b = h 


h.n.n^h ] 1 


ab ~ 1 = 


由于 w 是一个不变子群，有 


-1 


(n £ N ) 


Nh 


由是得 A - 1 = { h x h x ) n €//^ V 而/ iTV 是一个子群 • 

i 

5. 举例证明， G 的不变子群 W 的不变子群未必是 
G 的不变子群（取 S ,). 

解令 

iV = { ( 1 ), (12) (34), (13) (24), (1 4)(2 3)} 

N x - { ( 1 ) » (12) (34) } 

己知 W 是 G 的一个子群（上节习题 6). 我们证明，# 

是 G 的一个不变 子群. 为了证明这一点，我们考察，是否对 
一 ^. S 49 等式 


jiNjz ^ 1 = N 


成立 • 由于任何 J 都可以写成 （10 形的 2 -循环置换的乘 
积 （§ 

( a ) 是否成立.又由于#的元的对称性，我们只须看 

a =(12) 的情形.但 

(12) { ( 1 ), (12) (34), (13) (24), (14) (23) } (12) 

{(1), (12)(34)，（14)(23)， (13) (24) > 

所以汊是的一个不变子群. 由于# 是交换群，当然是 
iV 的一个不变 子群. 但不是 S 4 的一个不变 子群. 因为 


习题 5) ,我们只须对 （10 形的 a 来看等式 
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s Tr-.V ： 




(13) [(12) (34)] (13) - (14) (23) 

一个群 G 的可以写成形式的元叫作换位 




子.证明; 


( i ) 所有有限个换位子的乘积作成的集合 C 是 G 的 
一 个不变子群； 

( ii ) 67 C 是交换群； 

( iii ) 若 W 是 G 的一个不变子群，并且 G / iV 是交换 


群，那么 


NzdC 

解 （ i ) C 的两个元的乘积仍是有限个换位子的乘 
积，因而仍是 c •的一个元. 一 个换位子的逆仍是一个换位 
子，所以 C 的一个元的逆仍是 C 的一个元.这样(:是一个子 


群 


对于 a 9 c GC , a c aT l = (a c a^ 1 c ~ l ) c G C , 所 


以 C 是的一个不变子群. 

( ii ) 令 a , 6 •那么 c 6 C •由此得 

bC — b a c C 二 b aC 


ab = b a c f 


a 


BP aC 6 C = 60^0而67。是交换群. 

( iii ) 因为 GViV 是交换群，所以对 G 的任何两个元 


a 和6 


( o TV ) ( bN ) = ( bN ) ( a N) 9 a b N 二 b a N 

由此得 an ( n ^ N ) a ~ 1 6 ^ 1 a 6 = n • 

这样 iV 含有一切换位子，因而含有 c . 

补充题，令 a 和 v "“） 属于又.证明 


« 暑 n. 


ih)jt = (i 


一 W 




k 
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11. 同态与不变子群 


1- 我们看一个集合 j 到集的满 射少. 证明， 竺 A 
的子集5■是3?的子集互的逆象，5—定是 S 的象；但若了是 

S 的象，5•不一定是了的逆象. 

解 （ i ) 设5•是5的逆象.这时对任二元《 €5%存在 

因此少 （ S ) c =^. 反过来，对任 


元 a G X ，使 0( a ) 

一元孑，存在 a € 使少 （ a ) = a , 因此 


0 ， 




这样5^少（5%即 S 是 S 的象. _ 

( ii ) 令4= { 1，2，3，4 } , 7= { 2， 4} , AM 


j 的满射是 


0 


2 一 2 , 

取 5*= { 1, 3}. 那么5 •的象 { 2, 4}. 但 S 的逆 

象是 W ★ 5* • 

2 . 假定群夕与群沒同态，^ 是沒的 一个不变子群，汉 

是页的 逆象. 证明， G / N ^' a / N . 

解设所给 G 到沒的同态满射是 


4 


3 — 4， 4 




二 cp( a) 


<Pi 


我们要建立一个 G 7 iV 到沒 / TV 的同构 映射. 定义 


妒: 


若 aiV =6 iV ， 那么由于 iV 是 iV 在0之下 
的象，有 


tr 1 a = tr 1 a CN ， 


oN = bN 


所以少是 G / iV 到 G / N 的一个映射 
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设 a ] VGG / Nm < P ( a ) = a ， 那么 




所以 V 是 G / iV 到 G / N 的一个满射 • 

若 bN ， 那么由于 TV 是77的逆象 


由此得 


b~ l a — b a ^ TVf 

所以史是 G 1 / TV 与沒 / TV 间的一个一一映射‘ 

最后，由于 


° N ^ b N 




aNbN = abN —> GbN = a N b N 

少是 g / n 与 e / W 间的一个同构映射. 

3. 假定 G 和沒是两个有限循环群，它们的阶各是 w 和 
n . 证明， （？ 与沒同态，当而且只当的时候. 

解设 G 与沒同态，那么由定理2， G / N 兰 G ， 这里 

7 V 是<9到沒的同态满射的核.所以 G 77 V 的阶是 《. 但 G 7 AT 
的阶等于不变子群 AT 在 G 里的指数，所以由§ 9的定理2它 


能整除 G 的阶 m . 由此得 n ! 

反过来设 n 丨 


令 G : ( a ), G ^(°). 定义 


0： 


若 a h - a k f 那么 w \ h - k . 于是由 / z | w ， 得 n|fe - 為而 


3 =a • 这样少是 (7 到沒的一个映射.容易证明，①是到 

沒的一个同态满射.因此与沒同态. 

假定 G 是一个循环群， iV 是 (9 的一个 子群. 证明， 


4. 


677 V 也是循环群 


循环群 (7 是交换群，所以<9的子群 7 V 是不变子群， 


而 G ’/ iV 有意义 




设容易证明 G 7 iV = ( aTV ). 所以 GViV 也是 


循环群 





第三章环与域 


§1. 加群、环的定义 


1. 证明，本节内所给的加群的一个非空子集作成一个 
子群的条件是充分而且必要的. 

可以象证明 P *62 定理1那样完全类似地加以证明， 


这里从略 


2 . R - \ 0 9 


， b ， c 卜，加法和乘法由以 下两个 


表给定 


b 


b 


0 0 0 0 0 

a 0 0 0 0 


b 


b 


0 


0 


a 


c 


b 


0 


证明，作成一个环. 

由加法表容易看出，开对于加法来说，与克菜因四 
元群（参看第二章§ 9习题 6) 同构 • 因此 i ? 对于加法来说 

作成一个加群. 

R 的乘法满足结 合律： 


z€R 


(夕之) 


Cocy) 


{ yz ) = 0 ，当 = 6 或 c 时, 


2~X 


因为当 x = 0 或 a 时， Or ： y ) 

ixy ) z = x ( yz ) - yz m 


z 


x 
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两个分配律也都 成立: 


( 1 ) 


(y + z ) = xy + xz 
(3/ + z ) x - yx + X 2 

Cl ) 容易 验证： 当 ： r = 0 或 a 时 

iy + 2 ) = xy + xz = 0 


x 


( 2 ) 


x 


当 A ； = 6 或 c 时 


iy + 

现在分几种情形来验证 （2). 

当夕和 z 中有一个为0时， （2) 显然成立 

当夕_ 0, 

倍都等于0,所以 （2) 也成立 • 

当： V 弄0 , 

(a + 6) 

(6 + c) 


xy + xz = jy 十之 


x 




¥= 0 ，但 y = s 时，由于 7? 的任何元的两 


z 


¥ 0 , y 弄2时，有 


ax + bx - 0 + 
bx + cx — x + x — 0 


x = cx = x 


x - x 


ax = 0 
Cc + a) x 二 bx = x 


x 




cx + ax = x + 


=x 


由于加法满足交换律，我们己经验算了所有情形.因此 （2) 

也成立. 


这样作成一个环 


§2. 交换律、单位元、零因子、整环 


!• 证明，二项式定理 

(a + b) 

在交换环中成立. 


+ ( n l )a n ' l b+ +b 


= a 


对 n 用归 纳法. 当《 == 1时定理成立.设当 


n 


时定理成立 


3S 



+ (}) a * *6 + …+ 6* 


Er 


Ca + b) 

现在看 n = fc +1 的 情形. 由于乘法满足交换律，有 


K 


0 


r= 


(a + 6) 卜 1 = La k + ( 。。卜义十 … + 6 fc ] (a + 6) 

= a i + 1 [⑴ +1 V6+._. + [(，）+ (^,]0^ < + ( 6 

+ b k + l 




» • » 


由于 （9+ (D = (” ”有 

(o + 6) 


h + l 


+ … + ( k 1 i ) a k + i - i b i 




a 


+ ••• + 6 t + 1 


所以二项式定理在交换环中成立. 

2. 假定一个环丑对于加法来说作成一个循环群.证明, 
开是交换环. 


设及作为加群是由元 a 生成的循环群.令6和 c 是 
i ? 的任意两个元，那么 


i 


b = ma 9 


和 n 是整数 


c ^na 


m 


易见 6 c = ( mn ) a z = cb 9 因而 i ? 是交换环. 

3. 证明，对于有单位元的环来说，加法适合交换律是 
环定义里其它条件的结果（利用~ + 6) (1+1)> . 

解 令 a 和6是 i ? 的任意两 个元. 由两个分配律得 

(a + 6) (1 + 1) = (a + 6) • 1 + (a + b ) *1 = o + 6+ a + 6 

=a (1 + 1) + 6(1 + 1) = a + a + 6 + 6 


于是有 


(一 a) + a + 6 + a + 6 + ( — 6) = ( — a) + a+ a + b + b+ (- 6) 


h + a = a + h 


这样就推出了加法适合交换律. 

找一个我们还没有提到过的有零因子的环 
令 i ?={( a ， 6， ）， a ， 6是整数并且定义 


A . 


3 » 



i a \ i s...? 什 ！:. . 


( c , b) = ( c , d) 当且仅当 


- C f 


进一步定义 


( a , b) + (c 9 d) = (a + c , b + d) 

( a , 6) ( c ， d) = (ac 9 bd) 

这显然是开的两个代数运算.由整数环的性质容易讦明，；? 
对于如上定义的加法和乘法作成一个环，而 (0, 0) 是 i ? 的零 

当 a — 0， 6十0时 

( a , 0) 妾（0， 0) ， 


兀 


(0， 6) 於（0， 0) 

但 （ a , 0)(0, 6) = (0， 0), 所以及有零因子. 

5. 证明，由所有实数 a + 6 \/T ( a ， 6是整数）作成的 
集合对于普通加法和乘法来说是一个整环. 

解当 a ， 6， c ， c ? 是整数时， 

S 

(a + b\^ 2 ) + (c + afv / y ) = (a + c) + (6+ of ) 

(a + b\/ 2 ) ( c + 2 ) = (ac + 2 bd) + (ad + 6 c ) s/~^, 

这里 ( a + c ), {b + d), (ac + 2 bd ), (W +6 C ) 仍是整数. 

所以及对普通加法和乘法来说是闭的. 

普通加法和乘法适合结合律、交换律和分配律. 

(0+0\/ Y ) = 0 € i ? 

对任何 a +6八了€丑，有 i ?, 且 

(o + b\/^2) + (— a~ bs/~2) ~ 0 

所以开作成一个交 换环， 又 1 + 0/7= 1 eR , 两个非零实 


数的乘积不等于零. 

所以是一个整环 


§3. 除环、域 

1, 所有蕙数 a 十6/ (“，6是有理数〉 } • 证明 


F 对普通加法和乘法来说作成一个域 

解容易证明，尸对普通加法和乘法来说作成一个整 

环. （参看前一节习题 5.) 

设 a + 6 i 是 F 的一个非零元.那么 a 和6不能都等于 
零，因而 a 2 + 6 2 ¥= 0 . 容易算出， 


(o + bi ) 


b 


GF 


b 


这样， F 的任意非零元在/^中有逆而/^是一个域. 

2. 尸=彳所有实数0 + 6^1((1，6是有理数) } • 

证明， F 对于普通加法和乘法来说是一个域. 

容易证明， F 对普通加法和乘法来说作成一个整 
环. 设 a +6 v / j 是 F 的任一非 零元. 那么 a 和6不能都等于 
零，此时 a 2 -36 2 弄 0. 否则将有 a 2 = 36 2 . 若6=0，将得 

a =0， 与假设矛盾；若6 — 0，将有 〆 3，与 - •是有理 

b 0 

数矛盾.容易算出 


(a + bV 3 ) 


一 3沪 


b 


一 36 2 a z - 36 


这样尸的任意非零元在 F 中有逆而 F 是一个域. 

3,征明，一个至少有两个元 W 且没有零因子的有限环 
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fii!： f 




是一个除环 


解令 7 T = {7?的一切非零元 h 那么因 为及至 少有两 
个元而不空.并且 

I 由于及没有零因子，所以 ir 对乘法来说是闭的. 

I 乘法对况的元适合结合律，对 7 T 的元当然也适 


合. 


I 由于 i ? 没有零因子，所以消去律对的元 成立. 

但 7 T 只有有限个元，所以 / T 作成一个乘群. 

令1是 / T 的单位元，那么由于1.0 = 0.1= 0，1也是 

/?的单位元，因此的元在乘群 iT 中的逆也是它在7?中的 


逆. 


这样 i ? 是一个除环. 

4. 证明，例3的乘法适合结合律. 

解通过简单计算即可以证明，此处从略. 

5. 验证，四元数除环的任意元 Ca + bi f c + di )， 这里 

6. c ， d 是实数 ,可以写成 

(a, 0) + (6, 0) (|, 6 ) + (c, 0) (0, 1) + (J, 0) (0, 0 


的形式 


(6,0) ( i 9 0) = (6/， 0) 

( c ， 0) (0， 1) = (0， c ) 

Cd , 0} ( 0 , 0 = ( 0 , di) 


所以 


( a ,0) + (6,0) ( i 9 0 ) + ( c ，0) (0,1) + ( d 9 0) (0，/) 

=( a ， 0) + ( 6 /， 0) + (0， c ) + (0, di ) 


( 


d 
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§4. 无零因子环的特征 


1- 假定 F 是一个有4个元的域， 证明： 

( G ) 尸的特征是2; 

(6) _ F 的妾0或1的两个元都适合方程 x * = ;r + 1 . 
解 （ a ) 厂的特征是 F 的非零元的（对加法来说的） 
相同的阶，并且是一个素数. F 作为加群的阶是4，因此 F 
的非零元（对加法来说）的阶只能是1，2或4其中只有2 
是素数.所以 F 的特征是 2. 

因此加群 F 与克菜因四元群5 4 同构. （参看第二章§ 

9习题6 •) 


(6) 另一方面乘群的阶是3，因而是一个循环 
群 （ a ) ，而 F •的元是1， a ， a 、 

这样 F =彳0，1， a ， a 由于加群 F 与同构，有 


因此 F 的¥ 0或1的两个元 a 和 a 2 都适合方程 x 2 = x + 1 . 

2.假定 [ a ] 是模 n 的一个剩余类.证明，若 a 同 n 互 
素，那么所有 [a ]的数都同 n 互素.（这时我们说 [a ]同《 

互素] •) 


令6属于模 n 的剩余类 [a ]，那么 


b 


n g 


( 


) 


二 b + ng 


若 （ 6 ， n ) 妾 1，那么6和 n 有公因子 m > 1 ,于是 m 

整除 （1) 式的右端，因而也整除 （1) 式的 左端： m | a . 这 
样， （ a , «) 士1,与假设 矛盾. 这就证明了，6同 k 互 
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素 


3. 证明，所有同《互素的模《的剩佘类对于剩余类的 
乘法来说作成一个群. （同〃 互素的剩余类的个数普通用符 

号炉 （ n ) 来表示，并且把它叫作尤拉炉函数 •） 

解 令<?= { 所有同《互素的模 n 的剩余类} . 

若整数 a 和6都同 n 互素，那么 a 6也同《互素.因 
此，若是 tbl ^ G , 0 P 么 [ a ] [6]€夕，即 G 对 
剩余类乘法是闭的， 

剩余类乘法适合结合律. 

> 

由（1， n >= l 得 [1 ]G G 而有单位元 [ 1 ] • 

设.那么 （ a ，《) = 1，因而存在整数 s 和匕使 


( 1 ) 


as + nf = 1 


于是 [ a ] [ s ] + [ n ] [ t ] 二 [1]，但[«] = [0]，所以 

[ a ] [ s ] =[1]•由 （1) 式显然有0， n ) = 1 ,所以 

[ s ]€6\ 即 G 的任何元 . O ] 在 <7中有逆. 

这样， G 作成一个群. 

4. 证明，若是 （ a ， n ) = 1 
(费马定理0 


，那 么尸 WE 1 («) 


上题中群 G 的 阶是妒 （《) ，而因此 

㈧ =[ a …）]二 [1] 而 


(n) = 1 (n) 


§5. 子环、环的同态 


1•证明，一个环的中心是一个交换子环 
解证明很容易，此处从略. 

2，证明，一个除环的中心是一个域 • 
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解由上题己知一个除环 Z ) 的中心 Z 是一个交换子环. 

I 

由于 Z 含有单位元1_0,要证明 z 是一个域，只须证明， 

若非零元之€2，那么厂 iGZ . 由 

对一切 a 

y z~ x a^az~ l (gG 乃），即之 ― 


az = zq 


由此得 

3. 证明，有理数域 Q 是所有复数 a + bi ( a r 6是有 
理数）作成的域 Q ( i ) 的唯一的真子域. 

解由§ 3习题1知 Q ( i ) 是一个域. 

Q 显然是 Q (0 的一个真子域. 

设 F 是 Q ( i ) 的任一 子域. 那么 F 含有元 a — O ， 因 
而含有元 a — 4=1 • 由此得 F 含有一切整数和一切有理数,, 
因 而含有 


0 Z2' = 2~~zaz~ 


QczFdQii ) 

若 F 妾 Q ， 那么至少有一个数 

a + 6/ G F ， 


b £ Q f 

于是 a + 6 f - a 二6巧 F ，bme F • 由此得， F 含有一切 


b¥=o 


a ， 


+ 6 ® i 7 = Q ( i ). 

所以 Q 是 Q (0 的唯•的真子域， 

4. 证明， Q (0 有而且只有两个自同构映射 
解设少是 Q (0 的一个自 同构. 那么必然有 


P— 


P \ P 


0(0) =0， 0 ( 1) = 1,0 


有理数 


Q 


Q 


， Q 


考察 i 的象少 （ i ) ，由 

— 1 = 0 (- 1 ) =0(i z ) = I0(i)y 

得少 U ) = ± G 因此豆 （ f ) 的自同构只能是 
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： ^x^y ： s-i ^#fv t \v /^： ^ f 


< t>i 


Sj 


0 


容易验证，和少 2 的确是 Q G ) 的自同构. 

因此 Q (i ) 只有两个自 同构. ' 

5. / 3 表示模 3 的剩余类所作成的集合.找出加群/ 3 

的所有自同构映射；再找出域/ 3 的所有自同构映射. 

解设少是加群/ 3 = {[0]， [1], [2] f 的一个自同 

构.那么必有0[0] = [()]• 因此加群/ 3 的自同构只能是 

[0] — >[0], [1] —>[1]， [2] —>[2」 




0 


[0] — K 0], [1] —>[2]， [2] ― K 1] 


显然是加群/ 3的一个自同构.容易验证，少2也是加 

群/ 3的一个自 同构. 这样，加群/ 3 —共有这两个 
自同构. 


设妒是域/ 3 的一个自同构。那么必有 

^[0] = [0], 

因而也必有妒 [2] = [2 L 这样的妒显然是域/ 3 的一个自同 
构.因此域只有 W 这个自同构. 




从略 


§6. 多项式环 


1. 证明， 假定 H 是一个整环，那么 i ? 上的一元多项式 
环 i ?[ x ] 也是一个整环. 

解己知丑[^]是一个有单位元的交 换环. 要证及[文] 

是一个整环，只须证明，及 Dr ] 没有零因子. 

^ f (^) ^ g(^) € RLx^ f (x) ♦ Q ，+ q 


m 
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那么 /( X ) 和 g ( X )可以写成 

f ( x ) = a Q + ax x + 
g ( x ) = b Q + bi x + … + b 


+ a m x m ( o , G i ?) 


4 _ * 


0 ： 


的形式，这里癸0, b ,— 0 • 于是 

f ( x ) g ( x ) 

但 a w , 6 n € 及而 i ? 无零因子，所以 a m 6 n ¥=0 而 

f{x)g{x) ^ 0 




C Q + C l x-b 






这样，丑 [%] 没有零因子. 

2. 假定及是模7的剩 类环. 在里把乘积 

([ 3 > 3 + [ 5 > _ [ 4 ]) ([ 4 > 2 — X + [ 3 ]〉 


计算出来。 


([3] x 3 + [5>-[4]) ([4] x 2 - x +[ 3]) 

= [ 5 ] x 5 _ [ 3 > 4 + x 3 + [ 5 > - [ 5 ] 


3. 证明： 

(0 RLa i9 


]=i? la 29 cti] 

， 心是况 上的无关未定元，那么 


a 


2 


( ii ) 若: r ” x 2 . 


• 4 • 


每一个都是 7? 上的未定元. 

解 （ i ) 由/?[〜， a 2 ] 的定义， 


设 


a { a 2 = 


f(aif a 2 ) e RLa i9 a 2 ] 


那么 


f ( a i 9 a z ) - 2 


2 


a ^ a 2 


2 


t 


1 ^ 2 






® i t 


a 


ai 


2 


Z 


由最后两式得 = Rla % 9 a ^. 
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( it ) 设某一 X ,， 例如 X !， 不是 i ? 上的未定元，那么 
存在不全为0的〜， 


+ a k x\ = 0 


a 


a 




•， 


k 


2 ， 


a Q + a t Xi + 


* * * 


这个式子可以改写成 


+ - 0 


0 


a 0 + QiXxX 


X " + 


z 


这与 ： r 


是 i ? 上无关未定元的题设矛盾. 


1 9 X Z 9 


， oo 


n 


4. 证明： 

(i) 若是 A , 

两组无关未定元，那么 


， y u 是 i ? 上 


a 和 yi ， 


x 


yzj 


，， 


29 


， J /? C jyI ^ yZ9 *y &> • 

( ii ) i ? 上的一元多项式环能与它的一个真子环 


RLx ly 


X 


Z 9 


同构 


( i ) 对丑1>1， x 2 , 


，工„]的任一元/ 0 ^ ，x 


，工 J 


2 


规定 


fix 


0： 


工 a ) 


^2? 




_ « 


•， 


1， 


f(y 


，： vO ^ Rly 


f y n l 


y 么， 


夕2， 


# * 


*»* 


1 5 


1 ， 


我们证明，少是 EDTi , 

间的一个同构映射，由于 i?Dr 
一种方法写成7?上的多项式/ ( A , 

是一个映射.由于 
方式写成 i ? 上的多项式/0^， 

个单射，容易看出，少也是满射，并且是一个同构映射. 

Oi ) : r 2 显然也是 i ? 上的一个未定元，并且由 （ i ) 

i?E> 2 ] 尝丑〔 X] 

但并且显然因此 i ? Dr 2 ] 是 i ?|>] 
的一个真子集， 


， a b ] 与 •/? Ly 1 9 


y n J 


X 




2 9 


] 的每一元只能用 

，，〜 ） ，所以少 

，： y n ] 的元也只能用 一 种 

…， 3^) ，所以由是一 


x 2 , 


X 


« ，# 


1 > 


n 


工 2 , 


)^2, 




yzf 
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§ 7 .理想 


1- 假定 及是偶 数环.证明，所有整数 4 r ( r €7?) 是 i ? 

的一个理想等式泜= ( 4 ) 对不对？ 

解令4~，4 Q 是奴的任意两个元.由于偶数减偶数 


还是偶数，所以 


4 n — 4 r 2 = 4 (^1 - r 2 ) G 21 


令 r 是开的任意元.由于偶数乘偶数还是偶数，所以 

r ( 4 r 0 = ( 4 rO r = 4 (r^) G 2C 


因此逛是 i ? 的一个理想. 

由于 46(4) 而 4 召豇， 所以豇 ¥=(4). 

2. 假 定开是 整数环.证明，（3， 7) = (1). 

解由于（3， 7) 是 i ? 的理想，所以 （3, 7) 含 3.2= 6 
以及 7 — 6 = 1 而（1)<=(3， 7) •但 （1) =7? ? 所以 （3.7) 
C ：( l ). 因此 


( 1 ) 


(3， 7) 

3. 假定例3的是有理数域.证明，这时 （2, X ) 
是一个主理想. 




解若丑是有理数域，那么含有有理数因而 
它的理想（2, z ) 含有冬 2=1. 因此（2，幻等于主理 


2 


想 （1) 


4. 证明，两个理想的交集还是一个理想 


从略 
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5. 找出模 6 的剩余类环 i? 的所有理想 • 

解 R = iL0l 9 [1] ， [2], [3] ， [4], [5]f. 若 
迓是7?的一个理想，那么迓一定是加群尺的一个子群 • 但加 
群 丑是循 环群，所以它的子群一定也是循环群，我们有 

G I — ([0]) = ■{ C 0 D }■ 

G 2 = ([1 ]) = ■{[ 5 = 

G 3 = ([2]) =U] 4]) ={[0], [2] ， [4]} 

([3]) H[0] ， [3]}- 

易见， G \， G 2 ， G 3 ， 都是 /? 的理想，因而是 i ? 的 
所有理想. 


一个环况的一个非空子集 5* 叫作 i ? 的一个左理想 




假如 


6G 5" — >a ^6 G *S 

aG S f rG R - >ra£ S 

你能不能在有理数域 F 上的 2 x 2 矩阵环里找到一 
个不是理想的左理想？ 


( 


A 


( ii ) 


令 S 是由有理数域上一切形如 

(II) 


的矩阵组成的.易见 

A, Be S^>A~Be 5, 

Aes, LeF 12 =^LAes 

所以 5 •是的一个左 理想. 若取 


( 


1 0 




G 夕 


2 2 


0 0 


0 0 


那么 


es 
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所以 S 不是 F 22 的一个理想 


8. 剩余类环、同态与理想 


X . 假定我们有一个环 i ? 的一个分类，而 S 是由所有的 
类 [ a ]， C 6], Cc j , …所作成的集合. 

又假定 


[A；] + [^] = [X+ 


= yi 

规定两个5•的代数运算.证明， [0] 是的一个理想，并且 
给定的类刚好是模 [ 0 ]的/?的剩余类. 


设〜 u €[0]， r € R . 那么 !>] = [>] = [0]. 

〔 r «] = [ r ][«] = [ r ][0] = [0] 
lu r ： = [ u ：[ r 3 = [ODC r ] = [03 

因此 《 — uG [0]， r « G ：0], « rG [0], 而 [0] 是 i ? 的一个 


理想 


设 = 那么[«]-[9] = [«一幻]=[0]而 

~ [ 0 ]. 反之，设 w - vG [0]， 那么 

[ u ]-[ u ] = [«~ ti ] = [0] 而 [>] = [>]• 

所以 [«] = [ v ] 当而且仅当 w 
就是说，给定的类刚好是模 [0] 的 i ? 的剩余类. 

2. 假定少是环 況到环 万的一个同态 满射. 证明，少是 
i ? 与万间的同构映射，当而且只当少的核是的零理想的时 


U 


€[0]的时候，这 


一 V 


候. 


设 0 ( a ) 


a Gi ?) •若少是 一 1 

个同构映射，那么少是一个一一映射，因而在少之下，只有/? 


0 
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+ ^rt-a - 


的零元 0 是 i ? 的零元 0 的逆象，这就是说，少的核是 i ? 的零 
理想 m . 


反过来，设少的核是 i ? 的零理想 { Oh 那么丑的任何 

I 

— "个元 c =^=0 的象 因此由 a 妾6 ( a ， 6 6 i ?) 得 

■ ■ 

» _ • . 

o = 5 ^= Q 一 b — ^ o 一 6 _ 0 

¥= 6而0是一个同构映射， 

3. 假定丑是由所有复数 a + bi { a , 6是整数）作成的 
环. 环 i ?/ (1 + 0 有多少个元？ 

A _ _ 

解 先看及的主理想 (1 + 0 含有哪些元. 

设 a + bi ^ (1 + /) # 那么 

I 

+ bi - (x + yi) (1 + 0 = (x — y) + (x + y) i 

因此，若％利 y 同为奇数或同为偶数，那么 a 和6同为偶 
数 j 若 x 和 > 一奇一偶，那么^和6同为奇数.这样， a 和 
6必须有相同的奇 偶性. 反过来，设 a 和6有相同的奇偶 
-，那么方程组 


a 


a 


x + y - b 


x — y ^ a 


尸- 


b - a 


有整数解/ = 


因而 a + (1 + 0 


2 


2 


这样，当且仅当“和6有相同的奇偶性时 3 

(a + bi ) G (1 + *) • 此时 〔a + 60 =〔 0〕 

现在设 a 和6—奇一偶，那么 

(o + bi ) = 1 + L (a - 1) + bij 


而 a - 1 和 6 有相同的奇偶性.这时 

g + 6 z 二 1 十 


« G (1 + i) 

而 [a + 6 G = [ 1 ]. 因此环及/ (1 十 i ) 含两个元素 [ 0 ] 和 [ 1 ]• 


u 
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最大理想 


假定 i ? 是由所有复数 a +6^( a , 6是整数）所作成 
的环•证明， i ?/ (1 + 0是一'个 域. 

" H _ 

解只须证明， (1 + 0 是7?的一个最大 理想. 设泜是 

J ■ 

i ? 的一个理想，并且 


(1 + 0 (1 + 0 

k m 

根据这一假设，由前一节习题3, 219 a +6/，此处 a 和6 — 

奇一偶，因而主理想 （ a 十6/) 3 1，这样级3 1而泜 = /?• 

另一解 法，容易看出/?/ (1 + 0 与模2的剩余类环同 

_ 

构.因此，由于 2 是一个素数， i?/(l + i ) 是一个域. 

2 •我们看环 i ? 上的一个一元多项式环7?[: v ], 当 i ? 是 

• •• • 

整数环时， i ?[^] 的主理想（^)是不是一个最大理想？ 

当是有理数域时，情形如何？ 

考察开0]的理想（2， a :〉• 由于（幻的元都 

• 4 

可以写成/(幻1的形式，此处 /( x ) 所以显然有 

I 

2 e( x )f o) 弄 （ 2 ，欠） 

当 i ? 是整数环时，由§7例3, (2 ， X) 不是一个主理想， 


m 


( x ) d (2, x ) 


因而 


(2 ， ^)^(1) ^i?C jc] 

因此（幻不是一个最大理想. 


当开是 有理数域时，设汉是及[: V ]的一个理想，并且 


ix ) 


那么 


SC 3/( x) =a 0 + 0iX + 


+ a n x u 9 o 0 ^ 


• • • 
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由此得 




) 


+ 


+ 
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•」 


因此豇3 土心=1而效= (1) = i ?[ x 〕 •这就是说，在这一情 


«0 


形（ X )是一个最大 理想. 

3. 我们看所有偶数作成的环 /?• 证明， （4) 是丑的一 

个最大理想，但 i ?/(4) 不是一个域. 

解 （4) 刚好含有一切4 «,这里《是整数.设 2 C 是及 
的一个理想，并且 （4) C ：2 C ，(4) 那么 

2C 3o= 2m^4n 

由此 =4 g + 2, 219 4 g + 2 - 4 g = 2 而 iit =(2) = i ? 

这就是说， （4) 是 /? 的一个最大理想. 

在/?/(4)中，[2]¥=[0]而 [2] [2] = [4] = [0]. 

因此/?/(4> 有零因子因而不是一个域. 

4. 我们看有理数域 F 上的全部2 ：K 2矩阵环 F 

明， F 2 2 只有零理想和单位理想，但不是一个除环， 

解设泜是严 22 的一个理想并且淡¥彳0>.那么21含有 


证 


2阶矩阵 d 异 （)• 

若 W 的秩是2,那么 d 有逆而 


此时 = ( 五 ') ~ F 

若 d 的秩等于1,则存在初等矩阵/^和仏使 

(o 


P AQ = 


容易算出 


€ 




w 


seat 而也有，级 = 成）•这就 


因此 




是说，尸^只有零理想和单位理想 


但 




所以尸^有零因子而不是一个除环 


10. 商域 


1- 证明，一个域 F 是它自己的商域， 

由于 FczF , 所以根据定理3厂含有一个 F 的商 
域 Q: QczF. 但由商域的定义， 有 FCQ . 所以厂=(?而 

尸是它自己的商域， 


详细证明本节定理3 • 

我们只须证明，在定理的证明中所做的§是域 F 的 


—个子域. 

由于§是尸的一个子集，◎的加法和乘法是 


ad + be 


I „ m. 

- - - 

b d 


bd 


b d bd 

我们按照 P .97 所列的条件来验证豆是 F 的一个子域 

3包含兰=1,所以5包含一个不等于零的元 
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c _ ad —be 


a 


a 


c 






— «• _ 

b d 


b，d 


bd 


d 


a c 


a 


a 


c 


c 


3 


b 


b\d l b G 


a d 


一 G Q 


b c 
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第四章整环里的因子分解 


§1. 素元、唯一分解 


证明，0不是任何元的真因子 I 

_ 、 

若0 是元 a 的因子，那么 a = 0. c = 0 • 但 JO - e.O 
@ 是单位），所以0是0的相伴元.因此0不是 0( (= 0) 真因 




子 


2-我们看以下 的整环 /: /刚好包含所有可以写成 


(⑺是任意整数，《是>0的整数）形式 


2 


的有理数 . /的哪些个元是单位，哪鹽个元是素元? 

/的元总可以写成 

_ _ 

2^ ( i 整数， w 奇数） 




( 


的形式_ 


U ) 设 e 是/的一个单位 t 那么存在 d ，., 使 


1 


= 2 — 


于 是由于/的元都有 （ a ) 的形式，必有《 = ± 1而 ± 2\ 

+ . 

■ 

反过来，设 e =±2 ; (丨整数），那么 e 有逆 1 = ± 2—* 而 

是 J 的 单位. 所以/的单位是一切可以写成±2\:•整数) 

• • 

形式的元 •广 * 


e 


( ii ) 要看/的元2 * w 是不是/的素元，由定理2只 
须看它的相伴元《是不是/的素.元， 


57 


若奇数 U 在整数中不是素数，那么 
都是不等于 : t 1的奇数，因而由（1‘）都不是/的单位. 

这就是说，《也不是/的素元，若奇数《在整数环中是一个 
素数而在/中 


此处 Ui 和 






«= ( 2 * (2 %2 u z ) = 2* 1+1 

此处心和〜是奇数，那么必有“+^2=0， 

于“是 素数，“ 1 和《 2 中必然有一个是±1而2 11 « 1 和2* 2 « 2 中 
必然有一个是/的单位.这就是说，《也是/的素元.所以 
/的素元是一切可以写成 2* m ， 其中 w 是奇数的元 • 

3. I 是刚好包含所有复数 

( a , 6是整数） 

的 整环. 证明5不是/的素元. 5有没有唯一分解？ 

解与本节的例完全类似，容易证明： 

(i ) /的一个元 e 是一个单位，当而且只 = 1 

的时候，/只有4个单位，就是± 1和 

( ii ) 适合条件 |«1 2 = 5的/的元《—定是素元. 

我们进一步证明， 

( iii ) 5不是/的一个素元，并且5有唯一分解 • 




于是由 


a + bi 


由于 


5 = (1 + 2\/2) (1 -2v/T) 

Ml 1 + 2 v /~2' 1 2 = 11 - 2^2 1 2 = 5 ,所以根据(: . i ), (1) 式 
给出了 5的一个素元分解而5不是/的一个素元.设 


( 1 ) 


( 2 ) 


a { a 2 -*a 


是 5 在/中的任一素元分解.那么由于 5 不是素元 
另一方面 


1 5 I 2 = 25= | 2 k 2 | 2 〜 k m l 
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.. 


由于〜不是单位， k ,| 2 是不等于1的正整数，所以 

而 （2) 必是5 泛的形式，并且 k | 2 = 1川 

_ 

见，5只能有四种素元分解： 

5 - (1 + 20 (1 - 20 

5 = ( _ 1 - 20 (- 1 + 2() = 匚 _ 1 (1 + 2/)] 

[- 1 ( 1 - 20 ] 

5 = (2 + i ) (2 - 0 = U (1 - 20 ][ - 2 (1 + 203 

5 = (- 2 - i ) (-2 + 0 =]- i ( l -20] C * (1 + 20 ] 
因此， 由于士 1, 土 ( 都是 / 的单位，5有唯一分解 • 


- 2 


由此易 


§2. 唯一分解环 


1. 证明本节的推论. 

解先证： 一 个唯一分解环/的《个元 A ， 

在/里一定有最大公 因子. 我们用归 纳法. 

当 n = 2 时，由定理3，结论成立. 

设(2<為-1)时，结论成立. 

看 n =6的 情形. 设七， 

子是6而4, A 的一个最大公因子是< 那么 

d\di |a x , 

所以 d 是〜， 

fl * 的任一公因子.那么 cIa ， a 2 ， …，因而于是 
由 c | a * 得 c | A 所以 c / 是 ai ， 心…，〜的一个最大公因子 • 

这样，结论对任何《 成立. ' 

至于化， fl 2 , 

因子的证明，同定理3的相应证明 


fl 2 ， 


a 


^的一个最大公因 


^2， 


9 Q k 


叫， d\ak 

，的一个公因子.设 c 是义，0 2 , 


a 


a 


^2， 


ft 争 # 


« t _ 


的两个最大公因子只能差一个单位 


， a 


n 
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2- 假定在一个唯一分解环里 

= db z ， 

证明： 当而且只当 c / 是 ％， 

时候，匕，6 2 ，…， 6 n 互素 

■ 

解假定^不是 A 


= clb a 0^不全为零） 

的一个最大公因子的 


a \ = db i ， 


，° 


a 


，° 


O2 ， 


n 


的一个最大公因子.令 
的一个最大公因子.那么 cMc ， c // l ， 此 

，行有 


， 


， a 


C 是 a ” 

处 A 不是一个单位.于是对 / == 1， 2, 


a 


， a 


n 


♦ _ * 


= ck t = dhki = db i 

1 

1 1 1 « ^ 

由于 a n 不全为零， 得以 0 , 因而/^-^〖，即/^是&九，…， 
6«的一个非单位公因子.这就是说， b 19 b z …， 6«>不互素. 

L 的一个最大公因子.令〖是匕， 

， t 的一个公 


Oi 


假定 c / 是化， 

6 2 ，…，的一个公因子，那么 c / f 是 … ，a 


a 2 , 


• I * 


2 


因子，因而心 K 由此得 Hi ， 而 f 是一个单位.所以 
lH ， …心只有单位公因子，即 6 A ， 6 2 ， 


， 互素. 

3. 假定/是一个整环， （ a ) 和 （6) 是 A 的两个主理想 




证明：（^)=⑹当而且只当6是 a 的相伴元的时候. 

_■ 

解 .，设 （ a ) = (6) • 那么 a 6 (6) 所以 a =吣.同样 

r - • , 

有6 =化，因而 a - sta m 若 a = 0 ，那么6 =0，而6是 a 

■■- j - .. ■ -- 

的一个相伴元.若 0 寺0,那么“==1，/是一个单位而6 

■ 

• • 

也是 0 的一个相伴元 .. 

.‘设6是 a 的一个柑伴元，那么 6= M , f 是一个 单位. 
由此得 （6) C ：( a ). 但“二广％，所以 （ a ) c =(6) . 这样 

(o) = (6) # 
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§3. 主理想环 


1 . 假定/是一个主理想环，并且 （ a ， b ) = ( d ) m 

* * _ •- 

_ 

证明: d 是 a 和6的一个最大公因子，因此 a 和6的任何最 
大公因子0?都可以写成以下 形式： 

• • I 

V . . ■ 

d 二如十的 ( s 9 f ^ l ) 

■ s " • I 

由 （ a ， b ) = ( d ) 得 a €( c /)， •因此 d I a ， 
oM 6 而 c / 是 a 和 6 的一个公因子.又由 d €( a ，6) 得 
d^a + m i f ei ) •因此由 c| a 和 claf 可得 cl /?， 即 
和 6 的任何公因子 _ C 都 能整除 </• 所是 a 和6的一个 
最大公因子 • 

若0^是0•和 6. 的任一最大公因子，.那么 W 是 d 的栩伴 

■ 

• • 

元 t cT = ed ( e 是/的一个单位 ） • 因此 

^ I - • . _ - 

- ； - . - 

& 

d f - es / a + et ^ b-sa + tb ( s f 

■ ■ V 1 ■ ■ . 

2 - 一个主理想环 / 的每一个非零最大理想都是由一个 

^ * 

素元所生成的 • 




解设 Uy 是/的一个非零最大理想.那么由 （ a )—/ 
得 a 不是一个单位；由 （ <3 ) 非零得 a ★ 0 •若 G 不是一个蠢元， 

那么 a =6(7，其中6是 a 的一个真因子,于是 •: 

b • 

r _ 

但由于 6; 不;是单位， (&)¥=/, 由于6不是“ 的一个 相伴元， 

(6)々（ a ). 这样 （ a ) 不是/的一个最大理想广与握设矛 


盾 


,我们看两个主理想环/和/。，这里/。是/的一个 

s J - • , 

子环 • 假定 a 和 6 是7。轉两个元而 aT 是这两个元在/。旱的 
-一个最大公 因子. 证明* </也是这两个元在/里的 一 个品大公 

爭 


3 




因子 


由于/。是一个主理想环，根据题1 

d sa + tb 


( 1 ) 


(S ，^ G / o) 

在 / 中， d 显然也是 a 和6的一个公 因子. 设 C 是0和 
6在/中的任一公 因子. 那么由于 （1) 式在/中仍然成立 • 
c 能整除 （1) 式的右端，因而也能整除它的左端 c /. 这样 c ； 
也是 a 和6在7中的一个最大公因子. 


§4. 欧氏环 


1* 证明，一个域 F —定是一个欧氏环 
解令 7 V = 彳一切> 0的整数 K 定义 

那么0是 F •到#的一个映射.给了 F •的一个元 a , 尸的 
任何元6可以写成 


01 




o ^ 


b = {bar 1 ) a +• 0 

所以 F 是一个欧氏环 • 

2. 看有理数域 F 上的一元多项式环厂[^],理想 

(x 2 十 1 ， x 5 +ar s + 1 〉 

等+怎样的 -* 个主理想？ 

由于 0 r 5 + x 3 + l ) - W + 1) = 1，所以 
1 g (x 1 + r, x 5 + x 3 + 1) ^ 〗 

由是得 （ X 2 + 1， a ; 8 + x 3 +1) = (1) # 

3 - 证明，由所有复数 a +6 i ( a , 6是整数）所作成的 
环 i ? 是一个欧 氏环. （取少 ( a ) = | a | 2 .) 

解令 iV 是一切>0的整数作成的集合而是/?的一 


Li 
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切非零元作成的集合。定义 

—> |«| 2 

那么少是 i ?* 到 iV 的一个映射. 

+ 6;是丑*的一个元，那么在复数域中《有逆 


0 


令 


?A 


bi 


s 


< P ( a ) 


令卢 ； c +出 是 /? 的任何一元。那么冷=(如 _1 )0?而 


A , 二 ficT 1 = (c + di) 


0 (a) 0 (a) 


=k f + l f i 


其中 V 和 // 是有理数.可以找到整数 A 和/,使 


- k \^ i〆 一/|< 


因而 


| k f - A ) 2 < 




令 A ^k + Uy 那么 

a — Xa+ (A 7 — A) a = Aa + p 

由于沒， Xa ^ R , 所以 PGi ?， 这里或者/ > = 0 或者 

1p 1 2 = |A / -A| 2 |al 2 = [(^ -k) 2 + {l f -l) z 2\a\ 


(i + ip |2<k|a 

即少 ( P )<^(«), 所以 i ? 是一个欧氏环 




6S 






§5. 多项式环的因子分解 


假定/是一个唯一分解环而 Q 是/的 商域. 证明， 

h a 

几戈]的一个多项式若是在 Q [ AO 里可约，它在几义]里己 
经可约 • 




解令，（幻是/ [%]的一个多项式，并且在里 
可约 . f (幻可以写成 t ( X 、 = df “ x )， 这里 / 0 ( x ) 是 

/[ X ]的一个本原多项式.因为 ci 是 Q 的一个单位而/( X )在 

Q [ X ]里可约，所以/。 （ •¥) 在 Q [ aO 里可约，于是由引理3 , 
/0(勺从而/0)在/1>]里可约. 

2. 假定/[，]是整环/上的一元多项式环， /U) 属 
于/[ X ]但不属于八并且 / O ) 的最高系数是•/的一个卓 

位. 证明 /( W 在 /!>] 里有分解. 

_ 

解 (i ) 首先以下简单事实成立：若 a 和6是/的 
元，是■/的一个单位而以=£,那么 a 和6都是/的单位 • 
这是因为 


ab = s=^> a(bs^ 1 ) = 1 


(e^ 1 a)b= 1 


( ii ) 现在证明， / ( 幻在 / E > 〕里可以分解为有限个不 

I 

■ 

可约多项式的乘积。若/ (幻本身是 /[ a ] 的一个不可约多 
项式，那么用不着再证明什么.设/(幻在 /〔 x 〕 里可约： 

f(x) =g(x)h(x) 

i. 

这里 sU ) 和 / lU ) 是 / O ) 的真因子.若 pU ), h{x) 
中有一个属于/，例如 p (幻=</，那么 a 与幻的最 
高系数6的乘积等于 f{x) 的最高系数 V 这里 e 依照题设 

是/的一个单位 • 罔此由 （ i )， 《也是/的一个单位，、与 

■- j ■lL ■一 ■■ - 1 * 1 






G 是 /( 幻的一个真因子的假设矛盾.这样 PU ) 和 A (夂） 
的次数都大于零因而都小于 / o ) 的次数，并且由 （ O，g 
U ) 和 hu ) 的最高系数都是 J 的单位.因此可以同样地 

I 

对没 u ) 和迸行对 / u ) 的论证.由于 /( 幻的次 
数有限，最后可以在 /[ x ] 里把/(%)分解为有限个不可 
约多项式的乘积. 


§6. 因子分解和多项式的根 


1- 假定开是模16的剩余类环.及[幻的多项式％ 2 在 
i ? 里有多少个根？ 


解欠 2 在 W 里共有4个根，即[0]，〔4〕，[8]，[1幻 
2,假定 F 是模3的剩余 类环， 看 F [ %]的多项式. 


f(x)- 


证明， /(«) - 0,不管 a 是 F 的哪一个元 


从略 


3. 证明本 节的导数规则 


从略 
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第五章扩域 


§ 1. 扩域、素域 


证 F ( s ) 的一切添加 s 的有限子集 于尸所 得子域 

的并集 F 是一个域. 

解设那么 


/l (^19 

I J • • ♦ 

fz (a^i 9 


) 


…， a 

♦ 

, a 


Q 


a -- 


这里 {〜， 


* a n } =^ n cz s 而八和 f z 0)是尸上〜， 

的多项式*由于 h 是 $ 的一个有限 子集，因此 
^ F ( s a ) czf . 这就是说， F ( s ) a ： F . 反过来，显然 

FczF ( s) m 因此 F = FU ) 而 F 是一 个域. 


a Z 9 


辽 2, 


， a 


n 


§2. 单扩域 


1- 令瓦 是域厂的一个扩域而 尸， 证明， a 是 F 上 
一个代数元，并且 F ( a ) = F . 

解 / U) 


是厂 （幻的一个非零多项式，并且 


— x-a 


f(a)= 0 

所以《是尺上的一个代 数元. 

由于 F ( a ) 含 F 和 a ， 所以 FcFk 〉 

由于 F 是含 F 和 at 的一个五的子域而厂 ( a ) 是含厂和 
的 五最小 子域， 所以 F (€ dCf \ 




a 
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这样 F ( a ) = F . 


令 f 是有理 数域. 复数 / 和^ 41 ^ 在 F 上的极小多 


o 和厂(一^0是否同构 


项式各是什么？ F ( 


(菩 )以⑴ 


显然吉 


€ F ( O ,因而 F 


另一方面 


^ + 2 e 


2 i 




) 


( 


士 2 


- 2 


= ieF 


21 


因而尸 （UCZF 4 


这样 F { i ) - F 




1 


F ( i ) 兰 F 


t-1 


F 上的一次多项式 /( a :) =： r _ a ( a 是有理数）显然不 


能满足条件 /(O = 0，所以/在 F 上的极小多项式不能 
是一次的.但 F 上的二次多项式 O ) = x 2 + 1满足条件 
P ( i ) ^ 


所以 ！• 在 F 上的极小多项式是 x 2 + 1 


同样-在 F 上的极小多项式不可能是一次的 

I 一丄 


由 


67 


(2/+ 1) (t + 1) 

(卜 I} A + I} 


l - 1 


5 


容易算出, 


在 F 上的极小多项式是: r 2 - x + 


2 


3. 详细证明，定理3中《在域 F 上的极小多项式是 


P (^) 


解令 2 C 是 F [ 中〜 切满足条件/⑷= 0的多项式 

/ U ) 作成的集合.由于逛，所以迎不空.设 

/ U ), g ( x ) G ^ mh { x ) eFLx 3 . 那么 

/ ( a ) = 0 , g ( a ) = 0 / ( a ) - g ( a ) 

r 

— »/(^) i ⑷ 62 C 

fia)- 0 ( a ) f ( a ) = 0 .^=^h ( x ) f ( x ) G 21 

所以迓是尸[的一个理想 • 但冉于 FC %]是一个主理想 

环，所以汉=(九（3：)) • 由于豇 3 p ( x ) 乒0,所以21不是 

零理想而 4 :1 O ) 弄 0. 可以假定#^(：0的最高系数是1, 

• • 

但议中一切 y (幻都能被^ U ) 整除，因此 h U ) 是泜 
中次数最低的多项式，而它是 a 在域 F 上的极小多项式.又 

I 

由 /> 1 O) Ipo) 而 /> ( 义 ) 不可约 ，得 P (X) (X) ， 

eF . 但夕（匀和户八幻的最高系数都是1，所以 au ) 

- ■ ■ ■ ■ ^ .. L ■ 

二义（欠）而 A (幻是 a 在 F 上的极小多 项式. 

4 . 证明，定理3 中的尸 ⑻^火. 

_ 

解由于尺是域尸的扩域而尺，所以 F ⑷ ciK , 

- _ ■ ■■ _ ■ ■ v 

令/9是 /( 的任一元*令尺与 F [ X ] /夕（ X )间的同构映 
射为少，而 P 在少之下的象为那么 

I* * 


0 


c 


P - b 


+ b 


X 
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由于在同构映射少之下，7的逆象是#，的逆象是 h e 

s 的逆象是％所以 


Fy t- 0 / 1 , 


^ - b m a m +6m - 

MpeFia ) . 这样反过来有尺(=尸(的而 F ( a ) =尺 


+ 6 0 


§3. 代数扩域 


1- 令五是域 F 的一个代数扩域，.而^是五上的一个 
代数元 • 证明，《是 F 上的一个代数元. 


、解因为 a 是域 万上的 一个代数元，所以存在 J5 1 土的 

多项式， /( ^) _ 0，使 

/ ( a ) - a 


( 1 ) 


+ a 0 - 0 ( a { ) 

由于 E 是域 F 的一个代数扩域， 所以〜 都是 F 上代 数元， 


而也的子域五 7 = i 7 * (Of D ， G [ ， . ， . ， n ) 是上一个有限扩 
域.但由（1)， a 显然是上一个代 数元.所以五 ^⑷是 

E f 上一个有限扩域因而是 F 九一个有限扩域.这样 

E ; ( a ) = F {a ,, a i 

是 尸上一 个代数扩域而 《 是 F 上一个代数元， 

2* 令 F ， /和五是三个域并且 


- 1， 


假定 


(/ ： F) - m 

而 E 的元 a 在 F 上的次数是《 ,并且 （ m， n )= 1 . 

证明， a 在/上的次数也是《 • 

解由于 a 在; F 上的次数是《 ,所以 or 在户上的极小多 

项式 p ( x ) 的次舉是《 • 设 a 在/上的极小多项 j \ pi / 
的次数是那么由于 p ( X)也是■/上的多项式， 得 pi ( x ) I 










设 /( a ) 在 F ( a ) 上的次数为那么 

(/ ( a ) : F ) = (/ ( a ) : F ( a ) (F ( a ) I F ) =tn 
(/(«) : F ) = (i ( a ) ：/)(/： F ) 

因此 = 而 《 Um •但 （ w , «) = 1 , 所以 《 I 

} 

由和 W I 5 得 5 = ;?• 这就是说， a 在 / 上的次 


夕（幻而 s < 


參 


S 




数也是 


3 - 令域 F 的特征不是2，£'是 F 的一个扩域，并且 

(E : F ) = 4 

证明，存在一个满足条件 Fcz/czK 的 F 的二次扩域/的 

充分与必要条件是： E ^ F ( a ) 而《在 F 上的极小多项式是 


a: 4 + ax z + 6 


解先证条件是充分的.设五⑷而 a 在 F 上的极 
小多项式是; r 4 + a : c 2 +&• 那么令•/ = F ( a 2 ), 就显然有 FC ： 

lezE . 由于欠 4 +似 2 +6在只上不可约，所以 

在 F 上也不可约.但 


2 


+ ar + 6 


x 


(a 2 ) 2 + a (a 2 ) + 6 = a 4 + 

所以 A： 2 6是《 2 在 F 上的极小多项式而 / 是 F 的二 

次扩域_ 


+ 6 = 


aa 


现在反过来证明条件是必要的.设 

FczIczE (/ : F) 

(i ) 显然有（五 1 : /) = 2. m & eE 9 0 eu 那么 <s 

在/上的次数是2 •设沒在/、上的极小多项式是 z 2 + fix + y f 


( E ： F )^ 4 




那么 


2 


+ 芦 0 + V = 0 


P ， v€/ 

4 有意义，我们有 


由于 F 的特征不是2, 


70 


2 乙 4 

令 + 左, <3 = ^ 


y y ^ _ y 


2 


- >%那么 E =/(0>) 而《在/上的 


2 


极小多 项式是 ％ 2 -30€乃， 

( ii ) 设 <5€尸，那么 <5在 F 上的极小多项式是 

x z + ax + b ( a , b ^ F ) 

由于 a > 2 =(5， 所以 + aa > 2 +6= 0 •但 

/ = F (<3), E ~ I ( co ) - F (<5, o ?) - F ( cS ) 

M(E ： F ) = 4 9 所以 o 在 F 上的极小多 项式是 x 4 + ax z + b . 

( iii ) 若 <5 G F ， 那么由于 （/ : F ) = 2 ， 与 （ i ) 平 

行可以找到 A €/， 而取 a )'=«(1+ A ). 那么 

o ’ 2 = ct> 2 (l + 2 A + A 2 ) 

由于 o 2 =(5 GF 而 1 +2 A + A 2 € F ， 所以0/ 2 =(3$尸. 

于是与 ( H ) —样有 E = F ( co ^) 而 a / 在 F 上的极小多项式是 

+ ax 1 +6* 


x 


4. 令 五是域 F 的一个有限扩域.那么总存在£的有限 


，使 


A _ - — * 

个兀 a ” 


a 29 


， a 


E - F ( a 19 

设（五： F ) 


) 


a Z9 


， a 


脅•鲁 


m 


那么五作为 F 上向量空间有一组 




m 




基戊1， 


显然 


a 


， a 


2， 


m • 


f a m ) 


a 


2 ， 


5* 令 F 是有理数域，看添加复数于 F 所得扩域 
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- l + \/ 3 


E z ^ Fl 2 


coi ) ，- 03 = 


3 -； 


S 


证明 


(E x ： F )= 


E X ：F (2 ) 


E 2 IF (2 T ) )=4 ( E z ： F) - 1 




3 


E ]= F (2 ， 2%_)=F(2 , i)=>F(2 )13F 


因为 r?F(2 3 ) 而 


3 


是 x 2 + l 的根，所以(取： F(2 


3 


3 


因为2 €厂而2是 F 上不可约多项式X 3 - 2的一个根 




)是7^上一个 


3 


3次扩，域 .1 因此 


所以尸 2 


厂 ，卞 


))卜( 


〉： jP } ^ 


W) ^[E, : F(2 


2X 


nj£* 2 — I i (2 ，- 得 e 五 


一 (coi ) 3 = i G K 


z 9 


2* 


得 v /3 eEh 所以 


于: ^ ，二二 


!江 




I 


=)F 2 * \^3 )^> F [2 )=>F 


五 2 = F 2 ,/3, 


m 





否贝 iJ 


易见 ： F <2% \/3))= 


F (2 3 )=^ F ( v / 3 )=)F 


而 (F (2 3 ) : F ) = (F ( v / 3 ) : F ) =2,与定理 1 矛盾 


这样 


( F (2 3 ， 〆 3) :尸（2 3 ) =2 ( E z ： F (2 2 )) = 4 


于是由 （ F (2 3 ): F ) =3 得 ( E z ： F ) =12 


§4. 多项式的分裂域 


1. 证明，有理数域 F 上多项式 x 4 + 1的分裂域是一 

■ ■ 

个单扩域 F ( a )， 其中 a 是^: 4 + 1的一个根. 

解 在 复数域 C 里 
•§ ■ 

a : 4 + 1 = ( x 2 - \/ 2 x + 1 ) { x % + v 7 2 x + 1 ) 

I I 

所以在 C 里 x 4 + 1 的 4 个根是. 


2 


( 1-0 


2 


艾 3 = -QTi ， a 4 - -a 2 

.由于 = ^ a \ j . 得 F (^， 


, M Sf a 4 ) = F ( aj ，所以 


a 


单扩域就是 w + 1 在 F 上的分裂域. 

2. 令 F 是有理数域， 


- a 是 f 上一个不可约多项 
的一个根•证明， F &) 不是 A ? 3 — a 在芦 


式而“是 


上的分裂域， 
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1 


似％其中 


$ 


的三个根是 

一 1 十 3 f 


y_i 




a 




a 


x 


O ) 


CO — 


在 F 上的分裂域是 

F (o% 

我们有 F ( a +, ㈣ ( a ^) => F . 由于⑵不属于 F ( ah 而 w 是 F 

(a ^) 上多项式 x 2 + 1 的根，所以 

(F(aK o) : F (a+)) = 2 


3 


X 


1 

^ hi — 


co 2 ) - F (a 3 , co ) 


3 


3 


a co f a 




又由于 《 3 是 只上 不可约多项式 x 3 - a 的根，所以 


( F ( o 3 ) : F ) = 3 

因此 （丑： F) = 6 .令 a 是多 项式戈 

(F ( a ) : F) = 3 . 所以即 F(ce) 不是 x 3 — g 在 F 
上的分裂域. 

3 . 令 P i ( x ) ， p z { x ) 9 p „ ( x ) 是域 F 上⑺个 

最高系数为1的不可约多项式.证明，存在 F 的一个有限扩域 


的任一根*那么 


3 


a 


F (a l9 


， 


a 2 , 


其中 Gfi 在 F 上的极小多项式是 P t ( x ) 0 

令 f (幻（幻户 2 (幻… h ( x ). 做 /( 幻在 
域 F 上的分裂域丑.五含有/ (x) 的所有根，因而含有 

其中 A 各是(X )的一个根， 


―1 > 2 , 


，, 


<^ Z 9 


因此 


m 


EzDF(a lf 


， ® m ) 


Z ， 
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由于/(幻…，(幻都是 F 上最高系数为1的不可约 

多项式，所以它们分别是^, 

项式.由于》1 ， a 

, a m ) 是 F 上的一个有限扩域. 

4. 令尸是一个特征为素数 P 的域， F = P ( a ) 是尸的 

的一个根. 


，〜在 F 上的极小多 
都是 F 上的代数元，所以 F ( A , 


a 


Z 9 


，汉 


2 9 


m 




2 ， 


一个单扩域，而的多项式％ 

P ( a ) 是不是 a 在尸上的分裂域？ 

的一个根，所以 

因 而域尸 的特征是户，所以在中 


P 


a 




由于 a 是 x 


但域 P 


P 


P 


a 


or = a 


x p —a p ^ (x - a) 


p — 


a 


x 




这样尸是添加的 p 个相同的根于尸而得到的，因 
此 P ⑻是: Cf - G 在尸上的分裂域. 


§5. 有限域 


1. 令尸是 一个含 P 11 个元的有限域，证明，对于 ft 的每 


一个因数饥>0，存在并且只存在尸的一个有 P m 个元的子 


域 L 


令 F 所含素域为 A ，那么根据本节定理2 ， F 是 
多项式 # a - AT 在 A 上的分裂域，若正整数 W 整除 

n =md ， 那么户 11 一 ( p -y 一 ：[ ， 因而 1 1 ，一 1 : 

，一 1 = 于是 


n 


(x p ^ 1 - 1) = x[ (V 1 ) f - 1 ] 

但厂含工 

的所有根，因此 F 也含/ 的所有根.由定理3的证 


p 


x 


X ~ X 


由此得 1 — — 1 — 1， Wx p ~ x\x 


p 


p 


X 


一 X 



明，这些根作成一个有，个元的 F 的子域 L . 若二也是— 

I 

个有户 m 个元的 F 的子域，那么根据定理2 , 也是由工一 
” A ： 在 F 中的所有根作成的，因而 

2. 一个有限域一定有比它大的代数扩域. ■ 

解令 F 是一个含有•个元的有限域.在 F 上做多项 


式 


-欠的分裂域五，那么尸 CF ， 并且£：是厂的一 

| 

■ * ■ || 

的 i > 2tt 个不同 


个代数 扩域. 但五至少含有多项式 

的根，因此五大于 


X 


X 




读者可以自己证明，五实际上是 

A 上的分裂域. 

_ 

3. 令 F 是一个有限域 ， A 是它所含素域并且 F。A («). 

^是否必须是 F 的非零元所作成的乘群的一个生成元？ 

解令 △是特 征为3的素域，它的元用0，1，2来表示. 

1的根，所以 /( 幻是 △ 上的 


- 欠在 F 所含素域 


这三个元都不是/(幻 二 

一个不可约多项式.做 A 上单代 数扩域 厶⑻， 其中 a 在 
A 上的极小多项式是 f { x ). 那么7有9个元而 F 的非零元 

所作成的乘群的阶是 8 .但. ‘ 


1 


所以 a 不是 F •的一个生成元. 

4. 令 △ 是特征为2的素域 • 找出 △[ %]的一切三次不 
可约多项式. - 

解因为 A 只有两个元0和1，而 Ad ] 的常数项为0 

■ 

的三次多项式显然可约，所以△[%]最多有以下4个三次不 

■ 

可约的多项式： 

X s +X 2 +X+ 1 ， Of 3 +X 2 + 1 ， X s + X+ l y X 3 + 1 
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1 和 工 5 十 1 的根，所以这两个多顼式在 

△上可约*因为0和1都不是 x 3 + x 2 + 1和 x 3 + o : + 1的根， 
所以只有后两个多项式是 A [ X ]的不可约多项式. 


§6. 可离扩域 


U 令域 F 的特征是夕， /( 幻是 F 上一个不可约多项 

■ _ . - ■ t, * 

■ ■-■，■■■. ... 

式，并且 /( 幻可以写成尸上^^但不能写成 + i 的多项 

L 

式 ( e > l ). 证明，/( X )的每一个根的重复度都 是 〆 ， 

解 设 /( 幻=々( 〆 ），这里以工)是 F 上一个多项 
式.由于 / O ) 在厂上 不可约，并且 /( 幻不能写成 F 


上欠 


的多项式，所以 g (幻在 F 上不可约并且 不能写 

% 

成厂上 W 的多项式•因此由引理1 ， u V v )^ 没有 重根. 令 E 


是多项式/(幻 g ㈤ 在 厂上的 一个分裂域、那么 在丑里 

(X- A) (X- I)…(X - PJ 

X 

这里 1 £ E ， f = l ， 2，…， m ， 并且当 f 弄 / 时， 

爹沒;•而 


g (^) 


a 


f( x ) = a rn (x p e - P) (x pc — f 2 )〜 (x p€ U 

令 a 是 / ⑻在五里的任何一个根，那么 

(〆 U ( ， - 0 2 )…(〆 - /U = 0 

由于仏 （ kl ， 2, …， m ) 各不相等， （1) 式中只有一个因 


} ip ) 


m 


子 


-Pi - 0 ? 即 a〆 =0,， 

由于 /( 幻在五中完全分解，所以在五中有/( X )的 m 个 


a 
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不同的根 〜， 使 af = A (/= l , 2, 

/ ( 幻 -a m (x 


， w ) • 这样 


* • « 


) {x p -a\ )•*• (x 


- a\ 


-G m {x-ai) pt {x-a z ) p * {x-a m ) 


因而 /( x ) 的每一个根的重复度都是 

2. 设域 F 没有不可离扩域.证明，尸的任一代数扩域 
都没有不可离扩域. 

解设五是 F 的一个代数扩域而 a 是五 上的一个代数 

_ 

元.令 CT 在丑上的极小多项式是 

/( 欠 ） =工’ +卢一 〆 - 1 +…+沒。 

那么由 于五是 尸的代数扩域 ，卢。，…， 化-,都是 F 上的代 
数元. 于是 a 是 F 上有限扩域 F (0。， …， U 的代数 
元，因而也是 F 上的代数元.但 F 没有不可离扩域，所以 
a 是尸上可离元，而 a 在尸上的极小多项式 p (幻没有重 
根. 但 /( 幻 IpU )， 所以 / O ) 也没有重根，而《 是丑上 
的可离元.这样， E 上的任意代数元都是五上的可离元， 

即£'没有不可离扩域. 

3. 令域 F 的特征是/>而五 = FOr , 灼，这里《是尸 
上 n 次可离元，而是 F 上夕 次非可离元， (£* ： F ) = ? 

解按照题设，在 F 上的极小多项式/(幻的次数是 
P . 令卢在尸 （《) 上的极小多项式是 AU ), 那么 AU )，|/ 
(幻，因而 /»( 幻的次数 <；?• 

设 A (幻的次数小于 #>. 那么 A ( x ) 不能写成 P ( x f ) 
的形式，这里 g (幻是厂 ( a ) [%]的一个多 项式. 因此沒是 
F { a ) 上的一个可 离元. 但 a 是 F 上一个可离元，所以根据 
引理4, A 也是 F 上一个可离元，与#是 F 上一个非可离元 
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的题设矛盾.这样，奴幻的次数是夕.于是有 

(F {a, P) : F («)) ~ p 9 {F (a) : F) 

(E ： F)^= (F(«, 0) ： F{a)) (F(a) : F) = pn 

4. 找一个域使只有一个有限扩域丑而 £* 不是 F 

的单扩域. 




«， 


解令 △ 是特征为2的素域， F - A ( a :, y ) f 这里 o ： 和 y 
是 F 上两个无关未定元 • 考察 E = F ( v 7 ^, 〆 ^)， 这里 

了和 A 在 F 上的极小多项式各是 

和2 2 —夕 

由于所以 v / J 在 F ( v / i ) 上的极小多项式 
仍是- _ y 、 这样 

(E I F (a/ x)) = 2 f (F (^/ x) : F) = 2 9 (E ： F) = 4 


-x 


E 的任一元 《 都可以写成厂上 〆X 和 v/y 的多 项式： 

a - /( v 7 x ， y / y) 

由于 F 的特征是2，这样一个多项式的二次方等于它的备 

项的二次方的和，因而《 2 =没(工，夕），这里夕( X ， y ) 是尸 

上 x 和: V 的多 项式. 因此 V 6 F . 这就是说， 芯的 任一元《 
在尸上 的次数最多是 2 . 这样，尸上四次扩 域五不 可能是 

一个单扩域 F ( a ). 
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